1. sada domacich uloh

Terézia Kabatova

1. Zadanie: Dokézte alebo vyvrafte tvrdenie: Pre kazdi dvojicu neprdzdnych reguldrnych jazykov Ly, Lo
existuje a-prekladac¢ M taky, ze M (L) = Lo.

Riesenie: DokéZeme platnost tvrdenia. Pre ubovolné neprdazdne reguldrne jazyky L; a Lo zostrojime
pozadovany a-prekladaé M pre Tubovolné dva reguldrne jazyky a tym dokdZeme platnost tvrdenia.
Kedze Ll,LQ € R, tak existujfl DKA A1 = (Kl,zl,él,qu,Fl) a A2 = (K2,22,527QO2,F2) také, ze
L(Ay) = Ly a L(A3) = L. Definujeme M = (K, X1, X9, H, ¢start, F2) kde

K= K2 U {QStart}
H = {(QStartyaafyq(start) | ac 21} U

{(QStaTta€a€7q02)} U
{(pvgvbv Q) | p,q € K27b € 22,52(13, b) :p}

navy$e budeme predpokladaf gsert & Ka. M(L1) = Lo dokéZeme dvomi inkliiziami. Pomocou indukcie
vieme dokéazat nasledovné invarianty !

Yu € ET : (QStart;u7€) I_?M (QStart7€75)
Vue X7 veX;dge Ky (qo2,6,¢) Py (¢,6,v) € (qo2,v) Fa, (¢,¢€)

N

Nech w € L; a nech (¢start,w,€) iy (gr,e,u) pre nejaké slovo u a nejaky stav gp € Fs.
7 konstrukcie a-prekladacu M vidno, ze na to, aby M precital vstupné slovo, musel tak spra-
vit nutne v stave ¢gqr¢ hned na zaciatku vypoétu pricom do tohto stavu sa nikdy potom uz
nevratil. Ndsledne musel vyuzit prechod (gs¢ars, €, €, qo2). Ndsledne podla druhého invariantu mu-
sel odsimulovat vypoéet automatu A,, pricom pri prechodoch namiesto é&itania z symbolov z
pésky ich zapisoval na vystup. Formélne teda vypocet a-prekladaca M musel vyzeraf nasledovne:
(@start, w,€) Fhp (Gstarts€,€) Far (qo2,€,€) iy (qr,e,u). Kedze gp € F» a plati druhy invariant,
tak u € Lo.

U

Nech w € Ls, teda existuje pren akceptacny vypocet v As. Jazyk L; je neprazdny, teda existuje
nejaké v € Li. M s u na vstupe méze podla prvého invariantu toto slovo najprv celé do¢itat, pomo-
cou (Gstart €, €, Go2) prejst do gz a ndsledne podla druhého invariantu na vstup zapisat fubovolné
slovo z jazyka Lo, teda aj w, pre ktoré sme hladali vypoéet. Formdlne je teda pre uvazované w
hladany preklad a-prekladaca M takyto: (gstart, u,€) Fiy (@start,€.€) Far (qo2.€,€) Fhy (gr, e, w)
kde gr € F5 taky, v ktorom As akceptuje slovo w.

. IPrvy invariant je mo#né dokdzat indukciou vzhladom na dizku vstupného slova. V druhom pouzijeme indukciu vzhladom na
dlzku vypoctu, ktorou dokazeme dve implikdcie: (p,e,¢) F}; (g,€,v) = (p,v) )—22 (g,¢) a (p,v) !—22 (¢,¢) = (p,e,¢) i (q,€,v).
V indukénom kroku vyuzijeme definiciu mnoziny prechodov H.
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2. Zadanie: Skonstruujte minimalny DKA akceptujuci jazyk

L = {ab®?¥* 17 | k € N}.

Slovne odargumentuje, ze vami skonstruovany DKA naozaj akceptuje jazyk L. Jeho minimalitu poriadne
formalne dokazte.

RieSenie: Nech DKA A = (K, X, 0, ¢start, F') pricom

K= {QStarh(IF;CIaa,CJETT} U {Qi | teN:1 < 2023}
Y ={a,b}

a d funkcia je definovand nasledovne

) —
)
)
@)
5(1117’ a) = Gaa
6(Gaa, @) = qerr
5(%@7 b) =d4r
6(qr,a) = qerr
6(qr,b) = qrrr
0(qErr,a) = qurr
5(qErr,b) = qErr

Automat funguje nasledovne. Zaéne v stave qgzqrt, odkial sa moze presunit bud do qg, ak precita na
vstupe a, alebo qg,,, ak b, ktoré nemoze byt na zaciatku slova z L. V stave ¢g,, nasledne precita cely
zvysSok slova a neakceptuje. V stavoch typu ¢; postupne ¢ita symboly b zo vstupu a v stave si paméta
zvySok po deleni poctu symbolov b ¢islom 2023. Ak v tejto fdze narazi na symbol a namiesto b, presunie
sa do stavu qg,, kde opit slovo doéita. Jedind vynimka je stav gi7, kedy ma preéitand ¢ast vstupného
slova tvar ab?023%+17 pricom k € N. Pre¢itanim symbolu a a nasledne b automat prejde do stavu g, a
potom ¢z . Pre¢itané slovo ma tvar ab?923#+174b, teda patri do jazyka L a automat ho akceptuje. Problém
mohol nastat este pri poslednom prechode, do ¢r, ak by na vstupe bolo a alebo ak by vstupné slovo

pokracovalo po poslednom prechode. V takom pripade by automat presiel do stavu gg,. a neakceptoval
by.

Minimalitu DKA dokazeme pomocou Myhill-Nerodovej vety. Zadefinujeme reldciu ekvivalencie R 2
Yu,v € X* :uRv < 3q € K : (qo,u) F* (¢,€) A (qo,v) F* (g,¢€)
s nasledovnymi triedami ekvivalencie

Tstart = {€}
T; = {ab®®F T | k e N}Vi € N1 i < 2023
Tho = {ab®23k+174 | | € N}
Tr = {ab®*2* 1 7qp | k € N}
Tgrr = b{a,b}* U {ab®*®* W abw | w € {a,b} "} U
{ab® 3 iqw | w € {a,b}*,i € N:i < 2023 Ai #£ 17}
Jazyk L je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie, resp. v tomto pripade jednej - Tr. V definicii
reldcie vyuzivame stavy A, ktoré zodpovedaju triedam ekvivalencie, teda R ma koneény index, a deter-

ministickost vypoctu zabezpetuje, Ze R je sprava invariantna. Reldcia teda Spiﬁa podmienky z druhého
bodu Myhill-Nerodovej vety. Z toho vyplyva, ze R je zjemnenim Ry, t. j.

Yu,v € ¥* : uRv = uR v

27 definicie vyplyva reflexfvnost, symetrickost, a tranzitivita.
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7 dokézania opacnej implikdcie vyplynie R = Ry, a teda pocet stavov minimalneho DKA akceptujiceho
L je pocet tried ekvivalencie skiimanych relacii. Namiesto samotnej implikacie dokdzeme, ze jej negécia
neplati

Ju,v € X : uRrv A ~uRv

Jednotlivé triedy ekvivalencie vieme definovat pomocou vhodnych reprezentantov

Tstart = [€] T; = [ab'] Vi € N : i < 2023
Too = [ab'7a] Tp = [ab'7ab]
TErr = [b}

Pomocou protiprikladov vieme ukézaf, ze pri dosadeni ktorejkolvek dvojice reprezentantov® za u, v
(splnené ~uRv) nemodze zdroven platif uRpv, t. j. existuje sufix z taky, 7e uz € L < vz &€ L.

U v z
€ ab* ab"ab

€ ab'"a | b

€ ab'ab | €

€ b ab'"ab

ab’ ab'"a b

ab’ ab'"ab | €

abi b b2023—i+17ab
abi abj 4 b2023—i+17ab
ab"a abab | €

ab"a b b

ab'ab | b €

3Vdaka vlastnostiam rozkladu podla reldcie ekvivalencie ndm staci overovat iba reprezentantov.

Y



