
1. sada domácich úloh

Terézia Kabátová

1. Zadanie: Dokážte alebo vyvrát’te tvrdenie: Pre každú dvojicu neprázdnych regulárnych jazykov L1, L2

existuje a-prekladač M taký, že M(L1) = L2.

Riešenie: Dokážeme platnost’ tvrdenia. Pre l’ubovol’né neprázdne regulárne jazyky L1 a L2 zostroj́ıme
požadovaný a-prekladač M pre l’ubovol’né dva regulárne jazyky a tým dokážeme platnost’ tvrdenia.
Kedže L1, L2 ∈ R, tak existujú DKA A1 = (K1,Σ1, δ1, q01, F1) a A2 = (K2,Σ2, δ2, q02, F2) také, že
L(A1) = L1 a L(A2) = L2. Definujeme M = (K,Σ1,Σ2, H, qstart, F2) kde

K = K2 ∪ {qstart}
H = {(qstart, a, ε, qstart) | a ∈ Σ1} ∪

{(qstart, ε, ε, q02)} ∪
{(p, ε, b, q) | p, q ∈ K2, b ∈ Σ2, δ2(p, b) = p}

navyše budeme predpokladat’ qstart ̸∈ K2. M(L1) = L2 dokážeme dvomi inklúziami. Pomocou indukcie
vieme dokázat’ nasledovné invarianty 1

∀u ∈ Σ∗
1 : (qstart, u, ε) ⊢∗

M (qstart, ε, ε)

∀u ∈ Σ∗
1 v ∈ Σ∗

2 ∃q ∈ K2 : (q02, ε, ε) ⊢∗
M (q, ε, v) ⇔ (q02, v) ⊢∗

A2
(q, ε)

⊆ Nech w ∈ L1 a nech (qstart, w, ε) ⊢∗
M (qF , ε, u) pre nejaké slovo u a nejaký stav qF ∈ F2.

Z konštrukcie a-prekladaču M vidno, že na to, aby M preč́ıtal vstupné slovo, musel tak spra-
vit’ nutne v stave qstart hned’ na začiatku výpočtu pričom do tohto stavu sa nikdy potom už
nevrátil. Následne musel využit’ prechod (qstart, ε, ε, q02). Následne podl’a druhého invariantu mu-
sel odsimulovat’ výpočet automatu A2, pričom pri prechodoch namiesto č́ıtania z symbolov z
pásky ich zapisoval na výstup. Formálne teda výpočet a-prekladača M musel vyzerat’ nasledovne:
(qstart, w, ε) ⊢∗

M (qstart, ε, ε) ⊢M (q02, ε, ε) ⊢∗
M (qF , ε, u). Ked’že qF ∈ F2 a plat́ı druhý invariant,

tak u ∈ L2.

⊇ Nech w ∈ L2, teda existuje preň akceptačný výpočet v A2. Jazyk L1 je neprázdny, teda existuje
nejaké u ∈ L1. M s u na vstupe môže podl’a prvého invariantu toto slovo najprv celé doč́ıtat’, pomo-
cou (qstart, ε, ε, q02) prejst’ do q02 a následne podl’a druhého invariantu na vstup zaṕısat’ l’ubovol’né
slovo z jazyka L2, teda aj w, pre ktoré sme hl’adali výpočet. Formálne je teda pre uvažované w
hl’adaný preklad a-prekladača M takýto: (qstart, u, ε) ⊢∗

M (qstart, ε, ε) ⊢M (q02, ε, ε) ⊢∗
M (qF , ε, w)

kde qF ∈ F2 taký, v ktorom A2 akceptuje slovo w.

1Prvý invariant je možné dokázat’ indukciou vzhl’adom na d́lžku vstupného slova. V druhom použijeme indukciu vzhl’adom na
d́lžku výpočtu, ktorou dokážeme dve implikácie: (p, ε, ε) ⊢n

M (q, ε, v) ⇒ (p, v) ⊢∗
A2

(q, ε) a (p, v) ⊢n
A2

(q, ε) ⇒ (p, ε, ε) ⊢∗
M (q, ε, v).

V indukčnom kroku využijeme defińıciu množiny prechodov H.
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2. Zadanie: Skonštruujte minimálny DKA akceptujúci jazyk

L = {ab2023k+17ab | k ∈ N}.

Slovne odargumentuje, že vami skonštruovaný DKA naozaj akceptuje jazyk L. Jeho minimalitu poriadne
formálne dokážte.

Riešenie: Nech DKA A = (K,Σ, δ, qstart, F ) pričom

K = {qstart, qF , qaa, qErr} ∪ {qi | i ∈ N : i < 2023}
Σ = {a, b}

a δ funkcia je definovaná nasledovne

δ(qstart, a) = q0

δ(qstart, b) = qErr

δ(qi, b) = qi+1 (mod 2023) ∀i ∈ N : i < 2023

δ(qi, a) = qErr ∀i ∈ N : i < 2023 ∧ i ̸= 17

δ(q17, a) = qaa

δ(qaa, a) = qErr

δ(qaa, b) = qF

δ(qF , a) = qErr

δ(qF , b) = qErr

δ(qErr, a) = qErr

δ(qErr, b) = qErr

Automat funguje nasledovne. Začne v stave qstart, odkial’ sa môže presunút’ bud’ do q0, ak preč́ıta na
vstupe a, alebo qErr, ak b, ktoré nemôže byt’ na začiatku slova z L. V stave qErr následne preč́ıta celý
zvyšok slova a neakceptuje. V stavoch typu qi postupne č́ıta symboly b zo vstupu a v stave si pamätá
zvyšok po deleńı počtu symbolov b č́ıslom 2023. Ak v tejto fáze naraźı na symbol a namiesto b, presunie
sa do stavu qErr, kde opät’ slovo doč́ıta. Jediná výnimka je stav q17, kedy má preč́ıtaná čast’ vstupného
slova tvar ab2023k+17, pričom k ∈ N. Preč́ıtańım symbolu a a následne b automat prejde do stavu qaa a
potom qF . Preč́ıtané slovo má tvar ab2023k+17ab, teda patŕı do jazyka L a automat ho akceptuje. Problém
mohol nastat’ ešte pri poslednom prechode, do qF , ak by na vstupe bolo a alebo ak by vstupné slovo
pokračovalo po poslednom prechode. V takom pŕıpade by automat prešiel do stavu qErr a neakceptoval
by.

Minimalitu DKA dokážeme pomocou Myhill-Nerodovej vety. Zadefinujeme reláciu ekvivalencie R 2

∀u, v ∈ Σ∗ : uRv ⇔ ∃q ∈ K : (q0, u) ⊢∗ (q, ε) ∧ (q0, v) ⊢∗ (q, ε)

s nasledovnými triedami ekvivalencie

Tstart = {ε}
Ti = {ab2023k+i | k ∈ N}∀i ∈ N : i < 2023

Taa = {ab2023k+17a | k ∈ N}
TF = {ab2023k+17ab | k ∈ N}

TErr = b{a, b}∗ ∪ {ab2023k+17abw | w ∈ {a, b}+} ∪
{ab2023k+iaw | w ∈ {a, b}∗, i ∈ N : i < 2023 ∧ i ̸= 17}

Jazyk L je zjednoteńım niekol’kých tried ekvivalencie, resp. v tomto pŕıpade jednej - TF . V defińıcii
relácie využ́ıvame stavy A, ktoré zodpovedajú triedam ekvivalencie, teda R má konečný index, a deter-
ministickost’ výpočtu zabezpečuje, že R je sprava invariantná. Relácia teda sṕlňa podmienky z druhého
bodu Myhill-Nerodovej vety. Z toho vyplýva, že R je zjemneńım RL, t. j.

∀u, v ∈ Σ∗ : uRv ⇒ uRLv

2Z defińıcie vyplýva reflex́ıvnost’, symetrickost’, a tranzitivita.
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Z dokázania opačnej implikácie vyplynie R = RL a teda počet stavov minimálneho DKA akceptujúceho
L je počet tried ekvivalencie skúmaných relácíı. Namiesto samotnej implikácie dokážeme, že jej negácia
neplat́ı

∃u, v ∈ Σ∗ : uRLv ∧ ¬uRv

Jednotlivé triedy ekvivalencie vieme definovat’ pomocou vhodných reprezentantov

Tstart = [ε] Ti = [abi] ∀i ∈ N : i < 2023

Taa = [ab17a] TF = [ab17ab]

TErr = [b]

Pomocou protipŕıkladov vieme ukázat’, že pri dosadeńı ktorejkol’vek dvojice reprezentantov3 za u, v
(splnené ¬uRv) nemôže zároveň platit’ uRLv, t. j. existuje sufix z taký, že uz ∈ L ⇔ vz ̸∈ L.

u v z
ε abi ab17ab
ε ab17a b
ε ab17ab ε
ε b ab17ab
abi ab17a b
abi ab17ab ε
abi b b2023−i+17ab
abi abj 4 b2023−i+17ab
ab17a ab17ab ε
ab17a b b
ab17ab b ε

3Vd’aka vlastnostiam rozkladu podl’a relácie ekvivalencie nám stač́ı overovat’ iba reprezentantov.
4i ̸= j
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