
Formálne jazyky a automaty – 2. sada domácich úloh, Lukáš Gáborik

Úloha 1

Vezmime L1, L2 ∈ LECS . Potom existujú LBA A1 = (K1,Σ1,Γ1, δ1, (q0)1 , F1) , A2 = (K2,Σ2,Γ2, δ2, (q0)2 , F2) také,
že L(A1) = L1 a L(A2) = L2. Navyše, z Immermanovej vety existuje aj LBA A′

2 =
(
K ′

2,Σ2,Γ
′
2, δ

′
2, (q0)

′
2 , F

′
2

)
taký,

že L(A′
2) = LC

2 .
Nech BUNV sú K1,K2,K

′
2, {FIRST PART, SECOND PART, COMPLEMENT0, COMPLEMENT1, FIND ENDS, RETURN} množiny

po dvoch disjunktné. Teraz zostrojme 4-páskový1 LBA A = (K,Σ,Γ, δ, q0, F ), pričom

K = K1 ∪K2 ∪K ′
2 ∪ {FIRST PART, SECOND PART, COMPLEMENT0, COMPLEMENT1, FIND ENDS, RETURN},

Σ = Σ1 ∪ Σ2,Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ′
2, q0 = FIRST PART, F = F ′

2 a prechodová funkcia δ sṕlňa ∀a ∈ Σ,∀b, c, d ∈
{B, $},∀f, g, h ∈ Γ∪{¢},∀f ′, g′, h′ ∈ Γ∪{¢, $},∀r ∈ K1−F1,∀rF ∈ F1,∀s ∈ K2−F2,∀sF ∈ F2,∀t ∈ K ′

2−F2,∀tF ∈
F ′
2,∀i ∈ {0, 1} rovnosti (pričom žiadne iné prechody v A neexistujú)

δ

FIRST PART,


a
B
B
B


 =


FIRST PART,


a
a
B
B

 ,


+1
+1
0
0


 ,

SECOND PART,


a
B
a
B

 ,


+1
0
+1
0



 , (1)

δ

FIRST PART,


$
$
c
d


 =


SECOND PART,


$
$
c
d

 ,


0
0
0
0



 , (2)

δ

SECOND PART,


a
B
B
B


 =


SECOND PART,


a
B
a
B

 ,


+1
0
+1
0



 , (3)

δ

SECOND PART,


$
b
c
d


 =


COMPLEMENT0,


$
b
c
d

 ,


−1
0
0
0



 , (4)

δ

COMPLEMENT0,


a
b
c
B


 =


COMPLEMENT1,


a
b
c
B

 ,


−1
0
0
0



 , (5)

δ

COMPLEMENT1,


a
b
c
B


 =


COMPLEMENT0,


a
b
c
e

 ,


−1
0
0
+1




∣∣∣∣∣ ∀e ∈ Σ2

 , (6)

δ

COMPLEMENTi,


¢
b
c
d


 =


RETURN,


¢
$
$
$

 ,


0
−1
−1
−1



 , (7)

δ

RETURN,


¢
a
g
h


 ∋

RETURN,


¢
a
g
h

 ,


0
−1
0
0


 , (8)

1využ́ıvajúc formalizáciu prezentovanú na cvičeniach, t. j. konfigurácie cez poschodové symboly a prechodová funkcia ide z dvoj́ıc
(stav, štvorica č́ıtaných symbolov) do troj́ıc (stav, štvorica zapisovaných symbolov, štvorica posunov)
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δ

RETURN,


¢
f
a
h


 ∋

RETURN,


¢
f
a
h

 ,


0
0
−1
0


 , (9)

δ

RETURN,


¢
f
g
a


 ∋

RETURN,


¢
f
g
a

 ,


0
0
0
−1


 , (10)

δ

RETURN,


¢
¢
¢
¢


 =


(q0)1 ,


¢
¢
¢
¢

 ,


0
+1
0
0



 , (11)

δ

r,


¢
f ′

¢
¢


 =


p,


¢
x
¢
¢

 ,


0
∆
0
0




∣∣∣∣∣ ∀(p, x,∆) ∈ δ1(r, f
′)

 , (12)

δ

rF ,


¢
f ′

¢
¢


 =


(q0)2 ,


¢
f ′

¢
¢

 ,


0
0
+1
0



 , (13)

δ

s,


¢
f ′

g′

¢


 =


p,


¢
f ′

x
¢

 ,


0
0
∆
0




∣∣∣∣∣ ∀(p, x,∆) ∈ δ2(s, g
′)

 , (14)

δ

sF ,


¢
f ′

g′

¢


 =


(q0)

′
2 ,


¢
f ′

g′

¢

 ,


0
0
0
+1



 , (15)

δ

t,


¢
f ′

g′

h′


 =


p,


¢
f ′

g′

x

 ,


0
0
0
∆




∣∣∣∣∣ ∀(p, x,∆) ∈ δ′2(t, h
′)

 . (16)

Automat najskôr pomocou (1) koṕıruje symboly zo vstupnej (prvej) pásky na druhú pásku až do momentu, ked’

sa nedeterministicky rozhodne koṕırovat’ ich d’alej na tretiu pásku. Pokial’ sa tak rozhodne až po preč́ıtańı celého
vstupného slova, urob́ı to pomocou (2). Ďalej pomocou (3) koṕıruje symboly na tretiu pásku.
Ked’ pŕıde na koniec, pomocou (4) prejde na určovanie slova z LC

2 . Teraz striedańım (5) a (6) si pre každé druhé

ṕısmeno vstupného slova nedeterministicky tipne ṕısmeno a zaṕı̌se ho na štvrtú pásku. Tým pre vstupné slovo d́lžky
n tipne

⌊
n
2

⌋
ṕısmen, čo vieme interpretovat’ aj tak, že nedeterministicky tipne slovo takej d́lžky a zaṕı̌se ho na štvrtú

pásku. Po tom, ako sa na vstupnej páske vráti na začiatok, na zvyšných páskach pomocou (7) slová zakonč́ı dolármi
a pomocou (8), (9), (10) sa na týchto troch páskach vráti na začiatok, pričom kým sa môže posúvat’ dol’ava na viac
ako jednej páske, nedeterministicky si vyberie, na ktorej sa o jeden krok dol’ava posunie.
Následne už len oveŕı, či slová patria do jazykov, do ktorých majú. Prechodom (11) začne pomocou (12) simulovat’

A1 na druhej páske, pričom po akceptácii prejde (13) na simuláciu A2 na tretej páske pomocou (14). V pŕıpade
akceptácie aj tohto prechodom (15) začne pomocou (16) simulovat’ A′

2 na poslednej páske.
Automat A akceptuje práve vtedy, ked’ simulácie A1 na druhej páske, A2 na tretej páske, A′

2 na štvrtej páske skončili
všetky akceptáciou. Vstupné slovo v sa teda dá rozdelit’ na v = v1v2, pričom v1 ∈ L(A1) = L1, v2 ∈ L(A2) = L2. Z

toho ale v ∈ L1L2. Zároveň sme na štvrtej páske mali slovo u, ktorého d́lžka sṕlňa |u| =
⌊
|v|
2

⌋
a u ∈ L(A′

2) = LC
2 .

Z toho už je ale očividné, že L(A) = φ(L1, L2), pričom vzhl’adom k tomu, že viacpáskové LBA sú ekvivalentné
klasickým, existuje LBA akceptujúci φ(L1, L2), čiže nutne φ(L1, L2) ∈ LECS , z čoho LECS je uzavretá na φ.
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Úloha 2

Pre účely úlohy uvažujme homomorfizmus

erase(x) =

{
x x ∈ ΣPKP ,

ε x = #.

Ďalej, nech pre slovo w = w1w2 · · ·wm označuje w = w1#w2# · · ·#wm označuje vloženie mriežky medzi každé dva
symboly slova. Je očividné, že erase(w) = w a takisto, že uv = u#v.

Chceme ukázat’, že FPKP je rozhodnutel’ný práve vtedy, ked’ je rozhodnutel’ný PKP. Preskúmajme dve implikácie.

”
⇒“: Predpokladajme, že FPKP vieme rozhodovat’. Zoberme si následne inštanciu PKP (X,Y ) a vytvorme k nej

inštanciu FPKP (X,Y,B,R), kde B = ∅, R = {1, . . . , n}. Ukážeme, že (X,Y ) má riešenie práve vtedy, ked’

má riešenie aj (X,Y,B,R). Tým ukážeme, že vieme rozhodovat’ aj PKP.

”
⇒“: Predpokladajme, že (X,Y ) má riešenie, a teda ∃k > 0,∃i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} také, že xi1 · · ·xik =

yi1 · · · yik . Potom ale k′ = k, l′ = 0, i′x = ix očividne sṕlňajú všetky podmienky riešenia inštancie FPKP
(X,Y,B,R) – k′ + l′ = k > 0, i′1, . . . , i

′
k ∈ {1, . . . , n} = R a xi′1

· · ·xi′k
= yi′1 · · · yi′k .

”
⇐“: Predpokladajme, že (X,Y,B,R) má riešenie, a teda ∃k, l ∈ N, k + l > 0,∃i1, . . . , ik ∈ R, j1, . . . , jl ∈ B

také, že xi1 · · ·xikxj1 · · ·xjl = yi1 · · · yikyj1 · · · yjl . Avšak, ked’že B = ∅, tak l = 0, ale potom očividne
(i1, . . . , ik) je riešeńım (X,Y ).

”
⇐“: Predpokladajme, že PKP vieme rozhodovat’. Zoberme si následne inštanciu FPKP (X,Y,B,R) a vytvorme k

nej inštanciu PKP (X ′, Y ′) takú, že

x′
i = xi#, y′i = #yi, ∀i ∈ R,

x′
j = #xj , y′j = yj#, ∀j ∈ B,

x′
n+i = xi, y′n+i = #yi#, ∀1 ≤ i ≤ n,

x′
2n+1 = ##, y′2n+1 = #.

Zostáva ukázat’, že (X,Y,B,R) má riešenie práve vtedy, ked’ má riešenie aj (X ′, Y ′). Tým ukážeme, že vieme
rozhodovat’ aj FPKP.

”
⇒“: Predpokladajme, že (X,Y,B,R) má riešenie (i1, . . . , ik, j1, . . . , jl). Očividne k, l nemôžu byt’ obe nulové

súčasne. Ak k > 0, tak riešeńım (X ′, Y ′) je (2n+ 1, i1, . . . , ik−1, n+ ik, j1, . . . , jl, 2n+ 1), pretože

xi1 · · ·xik−1
xikxj1 · · ·xjl = yi1 · · · yik−1

yikyj1 · · · yjl ,
##xi1 · · ·xik−1

xikxj1 · · ·xjl## = ##yi1 · · · yik−1
yikyj1 · · · yjl##,

##xi1# · · ·#xik−1
#xik#xj1# · · ·#xjl## = ##yi1# · · ·#yik−1

#yik#yj1# · · ·#yjl##,

(##)(xi1#) · · · (xik−1
#)(xik)(#xj1) · · · (#xjl)(##) = (#)(#yi1) · · · (#yik−1

)(#yik#)(yj1#) · · · (yjl#)(#),

x′
2n+1x

′
i1 · · ·x

′
ik−1

x′
n+ik

x′
j1 · · ·x

′
jl
x′
2n+1 = y′2n+1y

′
i1 · · · y

′
ik−1

y′n+ik
y′j1 · · · y

′
jl
y′2n+1.

Podobne vieme pre l > 0 ukázat’, že riešeńım (X ′, Y ′) je (2n+ 1, i1, . . . , ik, n+ j1, j2, . . . , jl, 2n+ 1).

”
⇐“: Predpokladajme, že (X ′, Y ′) má riešenie (i1, i2, . . . , ik). Nech BUNV nemá ako

”
prefix“ kratšie riešenie,

čiže ∀j < k postupnost’ (i1, . . . , ij) nie je riešeńım (X,Y ). Zret’azené slová sa nutne musia zhodovat’ v
prvom symbole, preto nutne i1 = 2n + 1. Ak by aj i2 = 2n + 1, jediné domino, ktoré neporuš́ı dve
prečnievajúce mriežky hore, je opät’ i3 = 2n + 1. Tým by sme indukciou dostali nekonečnú postupnost’

2n+ 1, spor. Preto i2 ̸= 2n+ 1. Takisto je očividné, že i2 ̸∈ B.
Indukciou by nebolo t’ažké nahliadnut’, že až na 2 mriežky na začiatku sa nám v nedokončenom riešeńı
striedajú mriežky a symboly ΣPKP . To však znamená, že
* za dominom s indexom 2n + 1 môžu nasledovat’ iba dominá s indexami z intervalu [n + 1, 2n] a
indexami z R,

* za dominom s indexom z R môžu nasledovat’ iba dominá s indexami z R a indexami z intervalu
[n+ 1, 2n],

3
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* za dominom s indexom z intervalu [n+1, 2n] môžu nasledovat’ iba dominá s indexom z B, popŕıpade
domino s indexom 2n + 1 – to však kvôli striedaniu symbolov iba v pŕıpade, že dosadnú dvojice
mriežok pekne pod seba, a teda ide o ik,

* za dominom s indexom z B môžu nasledovat’ iba dominá s indexami z B, popŕıpade domino s indexom
2n+ 1 s rovnakým dodatkom ako vyššie.

Z toho už ale jasne vyplýva, že (i1, . . . , ik) ∈ {2n + 1} × R∗ × {n + 1, . . . , 2n} × B∗ × {2n + 1}. Nech
1 < j < k je také, že ij ∈ {n + 1, . . . , 2n}. Potom im ∈ R ∀1 < m < j a im ∈ B ∀j < m < k. Ak
ij − n ∈ R, tvrd́ıme, že riešeńım FPKP sú i2, . . . ij−1, ij − n ∈ R, ij+1, . . . , ik−1 ∈ B, pretože

x′
i1x

′
i2 · · ·x

′
ij−1

x′
ijx

′
ij+1

· · ·x′
ik−1

x′
ik

= y′i1y
′
i2 · · · y

′
ij−1

y′ijy
′
ij+1

· · · y′ik−1
y′ik ,

erase(x′
2n+1x

′
i2 · · ·x

′
ij−1

x′
ijx

′
ij+1

· · ·x′
ik−1

x′
2n+1) = erase(y′2n+1y

′
i2 · · · y

′
ij−1

y′ijy
′
ij+1

· · · y′ik−1
y′2n+1),

xi2 · · ·xij−1
xij−nxij+1

· · ·xik−1
= yi2 · · · yij−1

yij−nyij+1
· · · yik−1

.

Podobne vieme ukázat’, že ak ij−n ∈ B, tak riešeńım FPKP sú indexy i2, . . . ij−1 ∈ R, ij−n, ij+1, . . . , ik−1 ∈
B.
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