Formalne jazyky a automaty — 2. sada domacich dloh, Lukds Gdborik

Uloha 1

Vezmime Ll, L2 S LECS~ Potom existujfl LBA A1 = (Kh 21, Fl, (51, (Q())l ,Fl) 7142 = (KQ, 22, FQ, 52, (Q())2 ,FQ) také,
ze L(A1) = Ly a L(Ay) = L,. Navyse, z Immermanove] vety existuje aj LBA A} = (K}, ¥9,T%, 85, (90)5 » F3) taky,
7e L(AL) = LS.

Nech BUNV st K, Ky, K}, {FIRST_PART, SECOND_PART, COMPLEMENT,, COMPLEMENT, , FIND_ENDS, RETURN} mnoziny
po dvoch disjunktné. Teraz zostrojme 4-paskovy! LBA A = (K, %, T, 6, qo, F), pricom

K = K; U K, U K} U {FIRST_PART, SECOND_PART, COMPLEMENT,, COMPLEMENT; , FIND_ENDS, RETURN },

Y =X UX,,T' =T, UTlyUT%, g0 = FIRSTPART, F = F} a prechodovéd funkcia ¢ spiﬁa Ya € X,Vb,c,d €
{B,$},Vf,g,h e TU{¢}, VS, ¢, W e TU{¢, 8}, Vr € Ky — Fy,Vrp € F1,Vs € Ko— Fy,Vsp € Fy, Vit € Kj— Fy,Vip €
F}, Vi € {0,1} rovnosti (pricom ziadne iné prechody v A neexistuji)

a a +1 a +1
B _ a +1 B 0

0 | FIRST_PART, | 5 = q | FIRSTPART, [ o f . | | sEcoND_PART, | f | , (1)
B B 0 B 0
$ $ 0
$ $ 0

0 | FIRSTPART, | | | =4 [ SECONDPART, | |, | , (2)
d d 0
a a +1
B B 0

0 | SECOND_PART, | = { | SECONDPART, | || | , (3)
B B 0
$ $ -1
b b 0

0 | SECONDPART, | | [ ={ | COMPLEMENTo, | .| § , (4)
d d 0
a a

6 | COMPLEMENT, lc) = COMPLEMENT], 2 , , (5)
B B

a a —

5 | COMPLEMENT,, i — { | coMPLEMENT,, lc) , 8 Ve €Yy b, (6)
B e +1
¢ ¢ 0
b $ -1

5 | compLEMENT,, | | | = | RETURN, [ o |, | : (7)
d $/ \-1
¢ ¢ 0

5| reTuRn, | | | 5 | geTorw, [ @] [ 1] ], (8)

g g 0
h h 0

lyyuzivajic formaliziciu prezentovani na cvieniach, t. j. konfigurdcie cez poschodové symboly a prechodové funkcia ide z dvojic
(stav, stvorica ¢itanych symbolov) do trojic (stav, Stvorica zapisovanych symbolov, §tvorica posunov)
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¢ ¢ 0
0 | RETURN, f > | RETURN, f , 0 , (9)
a a -1
h h
¢ ¢
0 | RETURN, f S | RETURN, f , 0 , (10)
g9 9 0
a a -1
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¢ . ¢ +1
§ | RETURN, o= (90)1 5 R ; (11)
¢ ¢ 0
¢ ¢ 0
I _ x A ,
0 r, ¢ - 2 ¢ ) 0 V(p,l‘, A) € 61(Taf ) ) (12)
¢ ¢ 0
¢ ¢ 0
! / 0
é TF, ‘i = (qo)z ) ]; |1 P (13)
¢ ¢ 0
¢ ¢ 0
! / 0 ,
sls | D=1 1p | D] R ] | [Foed) enison . (14)
¢ ¢ 0
¢ ¢ 0
1] - r S 0
4 SF, g/ - (qO)Q ) gl ’ 0 ) (15)
¢ ¢ +1
¢ ¢ 0
1] - f! 0 Y
5 t, g/ - D, gl ) 0 V(p,x, A) € 52(t3 h ) . (16)
n T A

Automat najskor pomocou (1) kopiruje symboly zo vstupnej (prvej) pdsky na druht pasku az do momentu, ked
sa nedeterministicky rozhodne kopirovat ich d'alej na tretiu pasku. Pokial sa tak rozhodne aZ po preéitani celého
vstupného slova, urobf to pomocou (2). Dalej pomocou (3) kopiruje symboly na tretiu pasku.

Ked pride na koniec, pomocou (4) prejde na uréovanie slova z LS. Teraz striedanim (5) a (6) si pre kazdé druhé
pismeno vstupného slova nedeterministicky tipne pismeno a zapiSe ho na stvrti pasku. Tym pre vstupné slovo dfzky
n tipne ng pismen, ¢o vieme interpretovat aj tak, ze nedeterministicky tipne slovo takej dfiky a zapise ho na stvrti
pasku. Po tom, ako sa na vstupnej paske vrati na za¢iatok, na zvysnych paskach pomocou (7) slovéd zakonéi doldrmi
a pomocou (8), (9), (10) sa na tychto troch paskach vréti na zac¢iatok, pricom kym sa moéze postvat dolava na viac
ako jednej paske, nedeterministicky si vyberie, na ktorej sa o jeden krok dolava posunie.

Nésledne uz len overi, & slovd patria do jazykov, do ktorych maji. Prechodom (11) zaéne pomocou (12) simulovaf
A; na druhej péske, pricom po akceptécii prejde (13) na simuldciu As na tretej paske pomocou (14). V pripade
akceptdcie aj tohto prechodom (15) zaéne pomocou (16) simulovat A% na poslednej péske.

Automat A akceptuje prave vtedy, ked simuldcie A; na druhej paske, As na tretej paske, A na stvrtej paske skonéili
vietky akceptéaciou. Vstupné slovo v sa teda da rozdelif na v = vjve, priom vy € L(Ay) = L1, vo € L(Ay) = Lo. Z

toho ale v € Ly Ly. Zéroven sme na Stvrtej paske mali slovo u, ktorého dizka spina |u| = L%J au€ L(AY) = LS.

Z toho uz je ale o¢ividné, ze L(A) = ¢(L1, L), pricom vzhladom k tomu, 7Ze viacpaskové LBA st ekvivalentné
klasickym, existuje LBA akceptujici ¢(L1, Lo), ¢ize nutne ¢(L1, Lo) € Lrcos, z ¢oho L ges je uzavretd na . O
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Uloha 2

Pre cely lohy uvazujme homomorfizmus

T x€Xpkp,

erase(zr) =

e x=+#.
Dalej, nech pre slovo w = wyws - - - w,, o0znacuje W = wiHwo# - - - #w,, oznacuje vlozenie mriezky medzi kazdé dva
symboly slova. Je o¢ividné, ze erase(w) = w a takisto, ze uv = u#uv.

Chceme ukézat, ze FPKP je rozhodnutelny prave vtedy, ked je rozhodnutelny PKP. Preskimajme dve implikacie.

»,="“: Predpokladajme, Ze FPKP vieme rozhodovat. Zoberme si nisledne instanciu PKP (X,Y) a vytvorme k nej
ingtanciu FPKP (X,Y,B,R), kde B = 0, R = {1,...,n}. UkdZeme, 7e (X,Y) m4 riegenie prave vtedy, ked
mé rieSenie aj (X,Y, B, R). Tym ukdZeme, %e vieme rozhodovat aj PKP.

»,=*: Predpokladajme, ze (X,Y) m4 rieSenie, a teda 3k > 0,3iy,...,ip € {1,...,n} také, ze x;, ---x;, =
Yi, -+ Yi, - Potom ale k' = kI’ = 0,4, = i, oc¢ividne spliiajti vietky podmienky riesenia instancie FPKP
(X,Y,B,R) - K +1'=k>0,4,...,5; €{l,....n} =Rawxy - xy =Ygy Yir .

»<=“: Predpokladajme, ze (X,Y, B, R) m4 riesenie, a teda 3k, € N,k +1 > 0,3iq,...,ix € R, j1,...,51 € B
také, Ze @iy c o i Tjy T = Yiy o Yi Vg o Ys, - AvSak, kedze B = (), tak | = 0, ale potom ocividne
(i1,...,1%) je rieSsenim (X,Y).

»,<=“: Predpokladajme, 7ze PKP vieme rozhodovat. Zoberme si nésledne ingtanciu FPKP (X,Y, B, R) a vytvorme k
nej instanciu PKP (X', Y”) taku, ze

xy = T;#, i = #7i, Vi € R,

x = #T5, y; = i#, Vj € B,

Thyi =T, Ynri = HTits V1 <i<n,
xI2n+1 = ##, yén+1 = #.

Zostava ukazat, ze (X,Y, B, R) m4 riesenie prave vtedy, ked mé rieSenie aj (X’,Y”’). Tym ukéZeme, Ze vieme
rozhodovat aj FPKP.
»,=": Predpokladajme, ze (X,Y, B, R) mé rieSenie (i1,...,ix,J1,---,J1). O¢ividne k,I nem6zu byt obe nulové
sicasne. Ak k > 0, tak riesenim (X', Y") je (2n+ 1,41,...,%k—1,n + ik, j1,- - -, Ji, 2n + 1), pretoze

Liy w0 i L Ly = Ly = Yiy * Yip 1 Yir Y50 Yoo
HHTi,  Tiy_1Tin Ty, T HH = #H#Yir Ve 1 YinUjr - Ui H s
HHTiH - #Tio  HT AT H - HT5 H9 = #HYaH# - F i Y U # - Y5 #7,
(#H#H) @i #) - - (@i ) (i) (H#T50) - - (#75,) () = ) (F#i) - - (Y0 G #) Wi #) -+ (05, #) (#),

/ ! ! / _ ! / / / / ! /
TntingTiy = L5 Tont1 = Yon41¥%iy " Yip 1 Yn+i Y51~ " Y5 Y2n+1-

To1T5, " Ty,
Podobne vieme pre [ > 0 ukdzat, Ze riesenim (X', Y") je (2n+ 1,41,... 0k, 7 + J1,52,-- -, 1, 2n + 1).

: Predpokladajme, ze (X’,Y”’) m4 rieSenie (41,42, ...,i;). Nech BUNV nem4d ako ,prefix“ kratsie riesenie,
¢ize Vj < k postupnost (i1,...,%;) nie je rieSenim (X,Y). Zretazené slové sa nutne musia zhodovat v
prvom symbole, preto nutne i; = 2n + 1. Ak by aj is = 2n + 1, jediné domino, ktoré neporusi dve
preénievajtice mriezky hore, je opif i3 = 2n + 1. Tym by sme indukciou dostali nekoneént postupnost
2n 4 1, spor. Preto i # 2n + 1. Takisto je oc¢ividné, ze iy & B.

Indukciou by nebolo tazké nahliadnut, Ze az na 2 mriezky na zaciatku sa ndm v nedokonéenom rieseni
striedaju mriezky a symboly Y pxp. To vSak znamend, Ze
* za dominom s indexom 2n + 1 mozu nasledovat iba domind s indexami z intervalu [n + 1,2n] a
indexami z R,
* za dominom s indexom z R mozu nasledovat iba domind s indexami z R a indexami z intervalu
[n+1,2n],
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* za dominom s indexom z intervalu [n+ 1, 2n] mozu nasledovat iba domina s indexom z B, popripade
domino s indexom 2n 4+ 1 — to v8ak kvoli striedaniu symbolov iba v pripade, ze dosadnu dvojice
mriezok pekne pod seba, a teda ide o iy,

* za dominom s indexom z B mé7u nasledovat iba domin4 s indexami z B, popripade domino s indexom
2n + 1 s rovnakym dodatkom ako vysSie.

Z toho uz ale jasne vyplyva, ze (i1,...,0) € {2n+ 1} x R* x {n+1,...,2n} x B* x {2n + 1}. Nech
1 <j<kjetaké, ze i; € {n+1,...,2n}. Potom i,,, € RVl <m < jai, € BYj <m <k Ak

i; —n € R, tvrdime, Ze rieSenim FPKP su ig,...7;_1,i;j —n € R, ij41,...,ik—1 € B, pretoze
/ / / / 1 / / / / . / /
i1 Vi i T Ty = Y Yy iy Yi Vi Yir_ 1Y

. A ! ! ! ! / ! _ . ! / .. ! / ! . / /
era‘se('r%z-&—lxig B PR R P "'xik,1332n+1) = er%e(y2n+1%2 Yi; 1 Yi;Yi50 yik,1y2n+1)a

/ /
l‘ill‘iz R

xig e xijflxij—nxijﬁ,l e x’ik,1 = yiz e yij71yij—’nyij+1 e yik,y

Podobne vieme ukazat, ze ak ij—n € B, tak rieSenim FPKP st indexy i2,...4—1 € R, ij—"1,%j41,...,%—1 €
B.
O



