Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola 1: Prerekvizity

Riesenie nasledujucich tloh je dobrovolné. Pokryvaju témy, u ktorych by ma potesilo, aby ste im rozumeli skor,
nez zacneme s nasim predmetom.

Ulohy zjavné

Toto st tlohy, na ktoré by ste mali pozriet a vediet, akd je odpoved, resp. ako sa k nej dopracovat.

al.

a2.

ad.

ad.

Maji mnoziny N a N x N rovnakii mohutnost?

Ak je mohutnost mnoziny {a,b}* (teda mnoziny vSetkych koneénych refazcov z pismen a a b)?

Ku kazdému nedeterministickému zdsobnikovému automatu sa d& mechanicky zostrojit ekvivalentny ne-
deterministicky Turingov stroj.

Predchédzajiice tvrdenie plati aj ak druhy vyskyt slova ,nedeterministicky“ zmenime na ,determinis-

766

ticky“.

Ulohy trochu naroé€nejsie

U tychto tlloh moze byt potrebné trocha zamyslenia, pripadne moze byt treba vytiahnut a pouZif pero a papier.
Ale nemalo by to zase prili§ boliet.

B1.

B82.

B3.

g4.

B5.

Nech x a ¢ st ¢iasto¢né funkcie jednej premennej na N, t. j., ich defini¢ny obor je podmnozinou N.
Pritom nech x o ¢ je totalna funkcia, t. j., funkcia definovand na celom N.

Musi byt x totalna? Musi byt ¢ totalna?

(Ak je funkcia f nedefinovana pre vstup x, znac¢ime to f(z) = L. Pre konzistenciu sa dohodneme, ze
pre lubovolnu ¢iastoént funkciu f plati f(L) = L. Potom f o g je funkcia definovand predpisom Vz :

(F29)(a) = F9(z).)

Dokazte alebo vyvrétte: pre kazdy e-free nedeterministicky koneény automat A = (K, %, 4§, qo, F) je jazyk
{w | ak (go,w) FY (g,¢) tak g € F'}

reguldrny. (Slovne: ide o jazyk slov, na ktorych st vSetky vypocty, ktoré doc¢itaju vstup, akceptacné.)

Je rozhodnutelné, resp. aspon ¢iastoéne rozhodnutelné, ¢i pre dany nedeterministicky koneény automat A
plati L(A) = L(A)F?

Maéame nedeterministicky Turingov stroj s jednosmerne nekonefnou paskou, ktory nevie hybat hlavou
klasicky. Namiesto toho vie robif dva druhy pohybov: krok o poli¢ko doprava a skok dolava na zaciatok
pasky. Popiste, ako na takomto NTS simulovat klasicky.

Nech ¥ = {0,1}. Definujme reldciu < na X* nasledovne: u < v plati, ak bud
existuje w také, ze u mé prefix w0 a v mé prefix wl).

u| < |v| alebo (Ju| = |v| a

Dokéazte alebo vyvratte: jazyk L je rekurzivny prave vtedy, ak existuje Turingov stroj, ktory enumeruje
slova L usporiadané podla <.
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Ulohy esSte narocnejsie

U tychto tloh uZz nie je potrebné, aby ste ich vedeli vyriesit — staci, ked rozumiete zadaniu. Ich rieSenie moze
byt aj bolestivé, ale o to lepsi je pocit, ked si s niektorou z nich poradite :-).

~v1.

v2.

3.

5.

Je nasledujuci jazyk regularny?
L=A{z1y1z2y2.. . 2pYn [ n >0 A 3+ (122...20)2 = (12 .- Yn)2}
(Slovne: ked sa na x12 ..., a y1¥2 - . . Y, divame ako na bindrne zapisy ¢isel X a Y, tak 3X =Y. Cisla

X aj Y mozu zadinat niekolkymi nulami.)

Co sa stane, ked v tilohe 34 zmenime slovo ,nedeterministicky* na ,deterministicky“? Bude takyto DTS
vobec eSte mat rovnaka vypoctovi silu ako klasicky?

Je rozhodnutelné, resp. aspon ¢iastoéne rozhodnutelné, ¢i st vietky vypocéty daného nedeterministického
Turingovho stroja A na slove w koneéné?

. Toto je zovseobecnenie tlohy 5. Dokazte alebo vyvratte: Pre kazdy total order < na X* plati, Ze jazyk

L je rekurzivny prave vtedy, ak existuje Turingov stroj, ktory enumeruje slovd L usporiadané podla <.

Uvazujme deterministicky Turingov stroj s jednosmerne nekoneénou péskou (na Tavom konci so zardzkou
$), ktory mozZe pisat blanky, ale nemdze pisat ni¢ iné, lebo mé prazdnu pracovni abecedu. Je pre takyto
TS rozhodnutelny problém zastavenia?
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Kapitola 2: Automatové modely

1. Ku danému deterministickému Turingovmu stroju zostrojte ekvivalentny Minského registrovy stroj. Ro-
zmyslite si podrobne nasledovné detaily:

e Turingov stroj na vstupe dostava slovo, nie ¢islo. Ako by ste rieili vstup pre Minského stroj? (Pozor
na konecnost poétu pouzitych registrov!)
e Ako definovat, ¢i Minského stroj dané slovo akceptuje?

e Pocdas simulécie Turingovho stroja si potrebujeme pamétat nielen obsah jeho péasky, ale aj jeho
aktudlny stav. Ako sa toto dé spravit?

2. Uvazujme triviadlny deterministicky Turingov stroj, ktory akceptuje slova, v ktorych je pocet a delitelny
tromi.

K nemu zostrojime ekvivalentny automat s dvoma zasobnikmi.

K tomu ekvivalentny automat s tromi pocitadlami (prvy zasobnik kédovany do éisla, druhy zasobnik
kédovany do éisla, pomocné pocitadlo).

No a k tomu zostrojime ekvivalentny automat s dvomi poéitadlami (povodné tri poéitadla kédované do
jedného, pomocné poéitadlo).

Tento vysledny stroj spustime na vstupe aababab. Odhadnite, akd najvic¢sia hodnota sa pocas vypoctu
zjavi v niektorom z pocitadiel.

3. Program pre registrovy stroj vieme lahko znazornit pomocou vyvojového diagramu. Vysvetlite ako.
4. Napiste program pre registrovy stroj, ktory bude pocitat funkciu f(n) = [/n].
5. Napiste program pre registrovy stroj, ktory bude poéitat funkciu g(n) = 22".

6. NapiSte program pre registrovy stroj, ktory bude poéitat funkciu h(n) = [logy n] (pricom pre n = 0 vracia
0).

7. Uvedte high-level popis toho, ako by ste zostrojili registrovy stroj, ktory pre vstup n vrati na vystupe
(n+ 1). prvoéislo.

8. Zostrojte deterministicky dvojsmerny koneény automat s jednym podéitadlom, ktory bude rozpoznavat
jazyk vSetkych palindrémov nad abecedou {a, b}.
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Kapitola 3: Gramatikové modely

1. V skriptach v odseku o univerzalite Markovovych algoritmov timyselne ignorujem blanky; na prednéske
som tento detail okrajovo spomenul. (Turingovmu stroju sa méze stat, ze pri pohybe hlavou vybehne na
prazdne policko. Tieto pripady treba pri konstrukcii nejak doplnit.)

Detailne vysvetlite, ako doplnit konstrukciu o tieto pripady. (Hint: vyuZite, Ze pravidlo s vys$im éislom sa
pouzije len vtedy, ak sa ni¢ s nizsim ¢&islom pouzif neda.)

2. Zostrojte Markovov algoritmus, ktory sa na slove w € {a, b}* zastavi prave vtedy, ked w = w¥.

3. Najdite explicitni konstrukciu, ktora k Tubovolnému Markovovmu algoritmu vyrobi ekvivalentni frazova
gramatiku.

4. Uvazujme nasledovny tag systém: (1,{a,b,c,d,e, f,g},{a — ¢,b = feebac,c — ¢,d — afgafgafgaf,
e — babadge, f — caga,g — €}).
Najdite jazyk vSetkych vstupov, ktoré tento tag systém akceptuje (t.j. vstupov, pre ktoré prepisovanie po
kone¢nom pocte krokov skondéi).
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Kapitola 4: Exotické modely

1. Oznaéme WT(f(n)) triedu jazykov, pre ktoré existuje Wang tile set, ktory tento jazyk rozpoznava s
priestorovou zlozitostou g(n) = O(f(n)).

Néjdite jazyk z WT (logyn) — WT(1).
2. Dokéazte alebo vyvratte: trieda bezkontextovych jazykov Lo je podmnozinou WT'(n).
3. Navrhnite sadu Wang tiles ktord bude rozpoznéavat jazyk {ww | w € {a,b}*}.

4. Jeden z povodnych Wangovych cielov bolo navrhntt algoritmus, ktory by pre dant sadu dlazdic zistil, ¢i
sa nimi da vydlazdit celd rovina. Toto sa mu aj (r. 1961) podarilo — ale len za predpokladu, ktory nevedel
dokézat: ze kazdé takéto dlazdenie musi byt periodické.

Pomerne neprijemné prekvapenie priniesol (r. 1965) Robert Berger, ktory nasiel koneéni sadu dlazdic
(20426 typov), ktorou sa sice d4 nekonefnd rovina vydlazdif, ale ziadne dldzdenie nie je periodické.
V sucasnosti je zndma sada s touto vlastnostou, ktord mé len 13 typov dlazdic. (Jej detailnd analyza:
home.gwu.edu/ robinson/Marseille.pdf)

Oproti Bergerovi mate nadhlad — poznate uz vysledky z dalsich > 40 rokov. Navrhnite vlastnt sadu dlazdic
s touto vlastnostou.

(Alebo zlahéend verzia: o jednom type dlazdic moZete navyse povedat, Ze aspoil jedna dlazdica tohto typu
mus{ byt pouzitd. Dostanete teda zadarmo ,Startovaciu® dlazdicu.)

5. NapiSte program pre interpreter SUBLEQu, ktory bude robif nésobenie: do memory[3] ulozi sti¢in hodnot,
ktoré st na zafiatku v memory[1] a memory[2]. (Mozete pre jednoduchost predpokladat, Ze nasobené
hodnoty su kladné.)

6. Mame instrukciu SUBEQ, ktora robi to isté ako SUBLEQ, az na to, Ze skok sa vykona len vtedy, ak vysledkom
odcitania bola presne nula.

Napiste vo svojom oblibenom programovacom jazyku (alebo aspoii slovne popiste) program, ktory na
vstupe dostane postupnost ¢isel predstavujicu program pre nas interpreter SUBLEQu a na vystupe vyrobi
ekvivalentny program pre interpreter SUBEQu.

7. h4x0r challenge: NapiSte program pre interpreter SUBLEQu, ktory bude testovat prvociselnost hodnoty,
ktora je na zaciatku v memory[1].


home.gwu.edu/~robinson/Marseille.pdf
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Kapitola 5: Primitivna rekurzia

V tychto cviceniach niektoré su a niektoré nie st oznacené hviezdickou (x). Tie, ktoré st oznacené, s tazsie.
Tym ostatnym treba urcite rozumiet.

1. Z definicie dokézte primitivnu rekurzivnost nasledujicich zaujimavych funkcii:

(@) 0 +—xz=0
[ ] xTr) =
b z—1 < inak

T—Yy ~T>Y
0 + inak

o sub(z,y) = {

e hop(x) =47x + 74

. sgn(x){o —x=0

1 <+ inak
L 1 +x2=0
* sgnlr) = 0 < inak

o diff(e.y) = |z —y.

o max(z,y)

e median(z,y, z)

1 =y

o rovnasa(z,y) = {0 ek
+ ina

fact(z) = 2!
2. Dokazte: Kazdy polyném p(x), ktorého koeficienty st prirodzené &isla, je primitivne rekurzivny.

3. Dokazte alebo vyvratte: K lubovolnému polynému p(x) s celoéiselnymi (potencidlne aj zdpornymi!) koefi-
cientami existuje primitivne rekurzivna funkcia f, taka, ze Vn € N: f,(n) = max(0, p(n)).

4. Dokéazte primitivnu rekurzivnost logickej spojky xor. Teda dokazte, Ze ak p a ¢ si primitivne rekurzivne
predikaty s rovnakou aritou, tak je primitivne rekurzivny aj predikat r, ktory vracia 1 prave pre tie vstupy,
pre ktoré jeden z p a g vracia 1 a druhy 0.

5. Dokézte, ze k Iubovolnej primitivne rekurzivnej funkcii f existuje primitivne rekurzivna funkcia g taka,
7e lim, o f(n)/g(n) = 0.

6. Dokazte: Pre lubovolnt primitivne rekurzivnu funkciu f je funkcia g(x) = 3 f(i) primitivne rekurzivna.
(Funkciu g voldme prefixovym stétom funkcie f.) v

(%) Dokazte aj vSeobecnejsie tvrdenie: pre lubovolné primitivne rekurzivne funkcie lo, hi a f je funkcia

9(T) = Z f(i,7)

lo(F) < i < hi(T)

primitivne rekurzivna. (Znadenie T je skratenym zépisom pre x1,...,Zg.)
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7. Pomocou vSetkych doteraz znamych vysledkov dokazte, Ze st primitivne rekurzivne nasledovné funkcie:

8.

10.

11.

12.

13.

zmody <+ y>0
0 + inak

e mod(x,y) = {

1 0 A ydeli
o divides(aay):{ e yaens

0 <« inak
. xz/yl «~—y>0
o div(zy) = {(E v + inak

(¥) Dokéazte vetu o ohranicenej minimalizdcii:

Pre Iubovolné primitivne rekurzivne funkcie f(y,Z) a ¢(Z) je funkcia

9(T) + inak

primitivne rekurzivna.

Slovne, h(T) si mozeme predstavit tak, Ze postupne pocita f(0,Z), f(1,Z), ..., az kym bud prvykrat
nedostane nenulovt hodnotu, alebo nedosiahne vopred uréent hranicu g(7).

Pomocou vety o ohrani¢enej minimalizacii vieme trividlne ukdzat primitivnu rekurzivnost niektorych fun-
keii, pre ktoré je to priamo z definicie neprijemné. Dokazte takto primitivnu rekurzivnost nasledujtcich
funkcii:

. z/y| +—y>0
* ceil(zy) = {(E " <+ inak

o sart(a) = [VF]
o (%) isprime(z) = {

1 < z je prvodislo
0 <« inak

(Hint: ceil je primitivne rekurzivna, lebo ju mozeme definovat zhruba nasledovne: ceil(x,y) je najmensie
také z, pre ktoré yz > x, pricom z staéi hladat v rozsahu od 0 po z. Rozmyslite si, ako by tento argu-
ment vyzeral formélne. Pri testovani prvociselnosti budete pravdepodobne potrebovat niekolko pomocnych
funkecii.)

/v v z vz Y7z 7 . v z n
Dokézte, ze n-té prvocislo (&islované od 0) je mensie alebo rovné ako 22".

Pomocou predikatu isprime a vysledku predchadzajiceho cvicenia dokazte, Ze funkcia, ktorad pre vstup n
vrati (n 4+ 1). prvocislo, je primitivne rekurzivna.

Uvazujme konStantna funkciu ¢(x) = 1000. Této funkcia je primitivne rekurzivna, teda k nej existuje ,re-
cept®: postupnost funkcii f1, fo,..., fr =t takd, Ze kazd4 f; je nuldrna nula, successor, niektora projekcia,
alebo vzniké z niektorych predchddzajucich f; operdciou kompozicie alebo operaciou primitivnej rekurzie.

Dokézte alebo vyvréfte: v kazdom recepte pre t je k > 1000.

Dokazte, ze f(x) = (cifra rddu 10~® v desatinnom rozvoji ¢isla v/2) je primitivne rekurzivna funkcia.

(Hint: Jedna moznost je dokdzaf primitivnu rekurzivnost f(z) = [xv/2].)
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14. Najdite vzorec v uzavretom tvare pre funkciu I(z) zo skript.

15. Dokézte, ze pre kédovanie koneénych postupnosti z prednisky (do mocnin prvodéisel) je funkcia reverz
primitivne rekurzivna. (Funkcia reverz ma nasledovni vlastnost: pre fubovolni postupnost ai,...,an
plati, ze ak K je kéd ay,...,a, a K je kéd an, ..., a1, tak reverz(K) = K.)

16. Postupnosti mozeme do éisel kédovat aj ina¢. Ukazeme si postup, ktory je beZne pouzivany vo funkci-
ondlnych programovacich jazykoch: reprezentovat zoznam ako usporiadant dvojicu (prvy prvok, zvySok
zoznamu).

Nech s je successor a ¢ parovacia funkcia z prednasky. Ich kompoziciou dostaneme péarovaciu funkciu
¢, ktora nikdy nevrati 0. Teraz mézeme kéd postupnosti definovat rekurzivne podla jej dizky: prazdna
postupnost ma kéd 0, postupnost ay, ..., a, ma kéd ¢(ay, k), kde k je kéd aq, ..., ay.

Upravte dokaz vety o primitivne rekurzivnej ¢asovej zlozitosti tak, aby pouzil takéto kédovanie.
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Kapitola 6: VSeobecna rekurzia

1. Nech A je Ackermannova funkcia dvoch premennych. Uvazujme funkcie B a C definované nasledujicim

predpisom:
1 A
Bley,z)={s B0 <2
0 + A(x,y) >z
1 A
0 + A(z,y) <z

Rozhodnite a dokazte, ¢i si B a C' primitivne rekurzivne.

2. LubovoInymi prostriedkami dokdzte primitivnu rekurzivnost 2D primitivnej rekurzie.

T. j., dokazte, ze pre lubovolné primitivne rekurzivne g;, g2 a h je primitivne rekurzivna aj nasledovne
definovana f:

f(0,9) = g1(y)
f(x+1,0) = g2()
fle+1Ly+1)=0(f(z,y+1), f(x+1,y), 2, y)

3. Videli sme, ze vyhodnocovanie Ackermannovej funkcie je kone¢né preto, ze pri kazdom rekurzivnom volani
sa bud zmensi prvy parameter, alebo prvy ostane nezmeneny a druhy sa zmensi.

N4ajdite rekurzivnu funkciu B dvoch premennych, ktorad nebude maft tito vlastnost, a napriek tomu bude
pre kazdé x,y vyhodnocovanie B(z,y) kone¢né.

(Jemne fazsia verzia: Najdite rekurzivnu funkciu C, ktora spliia to ¢o B a navyse plati: nech si povieme
Iubovolne velké p, ¢, vZdy budi existovat z, y také, Ze na vyhodnotenie C(x, y) potrebujeme nejakt hodnotu
Cl',y), kdea’ >z+pay >y+gq.)

4. Pre undrnu funkciu f definujme H(f) = {f(z) | = € N}.

Dokéazte alebo vyvratte: ku kaZzdej primitivne rekurzivnej unarnej funkcii f existuje primitivne rekurzivna
unédrna funkcia g taka, ze H(g) = H(f) a navySe g nadobida kazdu hodnotu z H(g) nekonecne vela krat.

5. Dokézte alebo vyvratte: Nech f je prostd undrna primitivne rekurzivna funkcia. Potom existuje primitivne
rekurzivna funkcia g taka, ze Vn : g(f(n)) = n.

6. Uvazujme nejaké konkrétne ¢islovanie g, 1, ... vSetkych unarnych primitivne rekurzivnych funkcii. Fun-
kcia U nech je univerzalna funkcia pre ne. (T4 z prednasky, t.j. Vn,z : U(n, z) = ¢, (x).)

Hovorime, Ze bindrna funkcia V' sa podobé na univerzalnu, ak Vn,z : |U(n,z) — V(n, z)| < 10.

Dokéazte alebo vyvréafte: Neexistuje primitivne rekurzivna funkcia, ktord sa podoba na univerzilnu.

7. Definujte univerzalnu funkciu pre vsetky ciastocné rekurzivne funkcie. Zaujima nés, ¢i je tato funkcia
¢iastocne rekurzivna.

Dé sa pouzif ten isty kontrapriklad ako pre univerzalnu primitivne rekurzivnu funkciu? Ak nie, kde to
zlyha?
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8. Da sa definovat efektivne ¢islovanie (a teda univerzalna funkcia) pre vSetky (totalne) rekurzivne funkcie?

9. Uvazujme nasledujicu definiciu alternativnej minimalizdcie:

Alternativnou minimalizaciou (moZno ¢iastoénej) funkcie f(y,T) vznikd funkcia MIN|[f] = g tak4, ze

_ min{s | f(i,Z) > 0} < ak také i existuje
9(7) = .
1 + inak

Na rozdiel od klasickej minimalizdcie teda nepozadujeme, aby Vj < i : f(j,Z) = 0, v tomto pripade
niektoré z tychto hodndt mozu byt aj nedefinované.

Dokézte alebo vyvratte: Trieda ¢iasto¢ne rekurzivnych funkcii je uzavretd na alternativnu minimalizaciu.

RieSenie cvicenia 5
V tomto cvideni bolo nasou tlohou dokézat alebo vyvratit nasledovné tvrdenie: ,Nech f je prostd unarna
primitivne rekurzivna funkcia. Potom existuje primitivne rekurzivna funkcia g taka, ze ¥n : g(f(n)) = n.“

Toto rieSenie je imyselne dlhé. Netreba sa ho ale zlakntf. Samotné rieSenie by sa dalo napisat na par riadkov,
tu je vSak navyse aj jeden mozny myslienkovy proces, ktory k nemu vedie.

Zamyslime sa, ako k takejto tilohe pristupovat. Na tivod mo6zeme skiusit dok4zat, ze tvrdenie plati. KedZze f
vObec nepozname, asi bude tento dokaz vyzerat spésobom ,zoberiem program, ktory pocita f, a pomocou neho
zostrojime novy program, ktory bude pocitat g“. No ale bez nejakej hlbSej analyzy toho, ¢o a ako f pocita,
méame v principe jedinii moznost, ako naprogramovat g:

g(y):
x =0
while f(x) !=y: x += 1
return x

Tento postup mé ale hned dva problémy. Prvym je pouzitie while-cyklu, ktoré ndm moze pokazif primitivnu
rekurzivnost. A druhym je to, Ze podla zadania f nemusi byt bijektivna. Moze teda existovat y také, ze Vr :
f(z) # y. No a ¢o spravi na$ program pre g, ked dostane takéto y na vstupe? Bude bezat do nekone¢na. To
veru nechceme. Vyzera to teda, ze k dokazu tvrdenia priamociara cesta nevedie. Mozno budeme tspesnejsi pri
snahe vyvratit ho.

Co potrebujeme na vyvratenie tvrdenia? Né4jst funkciu f, ktord sa pocita ,lahko“ (teda napr. vieme jej
Casov zloZitost vyjadrif nejakou prim. rek. funkciou), ale kazd4 inverznd funkcia k nej sa pocita ,fazko“ (teda
nie je primitivne rekurzivna).

Funkcii, ktoré nie st primitivne rekurzivne, nepozname zatial vela, v principe len dve — Ackermannovu a
univerzélnu pre primitivne rekurzivne funkcie. Asi sa teda oplati najskor skusat varidcie na tieto zndme témy.
Univerzélna primitivne rekurzivna funkcia sa sprava divoko, navySe mé daleko do prostej funkcie. Nadejnej-
Sie vyzerd Ackermannova funkcia. Intuitivne: jej inverzna funkcia by mohla byt primitivne rekurzivna, lebo
pocitame z velkej hodnoty mali. Uvidime.

Tak teda prvy pokus. Mozeme ako g chcief matf priamo undrnu Ackermannovu funkciu a? (Teda funkciu,
pre ktort Vn : a(n) = A(n,n). Specidlne teda a(0) = A(0,0) = 1, a(l) = A(1,1) = 3, a(2) = A(2,2) =T,
a(3) = A(3,3) = 61 a a(4) uz je nepredstavitelne obrovské.)

Nemozeme. Totiz také f, ku ktorému by bola a inverznou funkciou, by muselo a(0) zobrazit na 0, a(1) na
1, a(2) na 2, atd. A tym sme si uz minuli vSetky prirodzené ¢isla a neostalo ndm Ziadne, ktoré by sme mohli
vratit ako f(0) ¢ ako f(47).

To je ale len syntakticky problém, ktory vieme lahko vyriesit vhodnym pomasirovanim oboch funkcii. Zvolime
teda funkciu ¢ definovant nasledovnym predpisom: ak In : x = a(n), tak p(z) = 2n, inak ¢(z) = 2z + 1.
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Takto upravend funkcia teda robi nasledovné: ak na vstupe dostanes nejaky vystup Ackermannovej funkcie,
vrat parne ¢islo (ktoré je dvojnasobkom prislusného vstupu pre fu), inak vrat neparne ¢islo. Nasa funkcia ¢ je
teda nejakou vhodne upravenou inverznou Ackermannovou funkciou.

Uvedomte si este, Ze korektnost definicie ¢ aj jej prostost obe vyplyvaju z toho, ze funkcia a je ostro rastica,
a teda prosta.

Zaciname uz mozno mat pocit, Ze toto by mohol byt ten protipriklad, ktory hladdme. Potrebujeme teda
dokézat dve tvrdenia:
— ze je nasa funkcia ¢ primitivne rekurzivna,
— 7e Ziadna funkcia ¢, pre ktort plati Vn : ¢¥(¢(n)) = n, primitivne rekurzivna nie je.

Zactneme tym druhym. Predpokladajme, Ze mame takato funkciu 1, ktord je primitivne rekurzivna. Ako
pomocou ¢ uréit hodnotu z = a(z) = A(z, z) pre konkrétne z? Vieme, Ze pre toto konkrétne = vrati funkcia ¢
hodnotu 2z. A teda v musi pre vstup 2z vratit hodnotu x.

Inymi slovami, undrnu Ackermannovu funkciu a vieme vypocitat pomocou v nasledovnym predpisom: Vz :
a(z) =¥ (2z). A to je spor, lebo potom by aj a musela byt primitivne rekurzivna.

Zostava zdovodnit, Ze je ¢ primitivne rekurzivna. Na to budeme potrebovat nasledovné lahko dokazatelné
tvrdenie: Vm, n : A(m,n) > m A A(m,n) > n. (Dokaz indukciou.)

My hladédme pre dané x konkrétne n také, ze A(n,n) = x. To mdzeme spravit tak, Ze nédjdeme Gplne vSetky
m,n také, ze A(m,n) < x (a vypocitame aj ich hodnoty). A na to zjavne staéi uvazovat len m,n < x.

Cely vypocet mozeme teda spravit nasledovnym primitivne rekurzivnym programom:

sprav pole A[0..x-1][0..x-1]
pre m od O po x-1:
pre n od 0 po x-1:

ak m==0:
Alm] [n] = n+1
inak:
ak n==0:
Afm] [0] = Alm-1][1]
inak:
tmp = A[m] [n-1]
if tmp >= x:
Alm] [n] = x+1
inak:
A[m] [n] = A[m-1] [tmp]

(Hodnotu = + 1 pouzijeme pre vSetky poli¢ka, ktorych skutoéna hodnota je viicsia ako x. Polia sme sice
v nasom jazyku z prednasky zatial nepovolili, ale lahko si domyslite, Ze konecne velké pole vieme primitivne
rekurzivne zakédovat do jedného éisla.)

Program pre funkciu ¢ teda zostroji vyssie popisanym spdsobom pole A a nasledne prezrie vSetky policka
na jeho uhlopriecke. Ak najde ¢ také, ze A[i][i] = z, vrati 27, inak vréati 2z + 1.
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Kapitola 7: Vypocitatelné realne cisla

1. Dokézte, Ze intuitivna a moderné definicia vypodcitatelnych ¢isel zo skript st ekvivalentné.

2. Nezaporné realne ¢islo = volame Q-vydéislitelné, ak existuje program poéitajici funkciu f, : N — N2 s
nasledujtcou vlastnostou:

1
10’

VYn>0: b,#0 A 'a:—a"

b, |

kde (an,by) = fz(n)

Aky je vztah medzi mnozinou vyd¢islitelnych a mnozinou Q-vy¢islitelnych ¢isel?

3. Nezéporné realne &islo x voldme konvergentne vydislitelné, ak existuje program poécitajuci funkciu f, :
N — N2 s nasledujiicou vlastnostou:

Nech f,(n) = (an,by). Potom ¥n : b, > 0 a postupnost {a,/b,}, konverguje k x.
Aky je vztah medzi mnozinou vyéislitelnych a mnozinou konvergentne vydislitelnych ¢isel?

4. Poriadne dokazte, ze lubovolné nezaporné realne algebraické ¢islo je vy¢islitené.

5. Dokézte alebo vyvréfte: tvoria vydéislitelné ¢isla pole?
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Kapitola 8: Busy Beaver a iné nerekurzivne funkcie

1. Dokézte alebo vyvrafte: Busy Beaver funkcia B rastie rychlejSie ako hociktora rekurzivna funkcia.

2. Uvazujme analégiu Busy Beavera pre registrové stroje: Aké najviicsie éislo vie v niektorom registri vyrobit
program s n insStrukciami v okamihu, ked zastane? Dokdzte, Ze prislusné busy-beaver-like funkcia Bj; nie
je vypocitatelna.

3. Najdite ¢o najviac presnych hodnét funkcie Byy.

4. Uvazujme Turingove stroje z prednasky o Busy Beaver funkcii (obojsmerne nekoneénd paska, pracovna
abeceda obsahuje len 0 a 1). Nech R(A) = 0 ak stroj A na prazdnom vstupe nezastavi, inak nech R(A) je
pocet policok, o kolko je na konci vypoctu ¢itacia hlava napravo od policka, kde zacinala. (Pre niektoré
A moze byt R(A) aj zaporné.) Nech R(n) je maximum z R(A) cez vSetky n-stavové A.

Teda R(n) hovori, Ze kazdy n-stavovy TS, ktory na prazdnom vstupe zastane, zastane s hlavou nanajvys
R(n) poli¢ok napravo od miesta, kde zacinal.

Je funkcia R(n) rekurzivna?
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Kapitola 9: Mnoziny a redukcie

1.

10.

11.

12.

Pre Tubovolna (aj ¢iastoént) funkciu f : N — N nazveme grafom f mnozinu Grafy = { (z,y) | = €
N A y=f(z)}
Dokéazte alebo vyvrafte kazdé z nasledujtcich tvrdeni:

a

b

) Ak je funkcia f primitivne rekurzivna, tak jej graf je primitivne rekurzivny.
)
¢) Ak je funkcia f rekurzivna, tak jej graf je rekurzivny.
)
)

Ak je funkcia f totalna a jej graf je primitivne rekurzivny, tak je f primitivne rekurzivna.

d

e

Ak je funkcia f totalna a jej graf je rekurzivny, tak je f rekurzivna.

Ak je funkcia f totalna a jej graf je rekurzivne vydislitelny, tak je f rekurzivna.

. Dokazte alebo vyvratte: Pre kazdu ¢iastocne rekurzivnu funkciu je jej defini¢ny obor rekurzivne vydéislitelna

mnozina.

Nech A C N, pricom A # () a A # N. Dokazte alebo vyvrétte: A je rekurzivna prave vtedy, ked A <,,, {47}.

Dokéazte, ze ak pre rekurzivne vy¢islitelni mnozinu plati A <,,, A, tak je rekurzivna.

N4jdite mnozinu B, pre ktora plati B <,,, B, ale B nie je rekurzivna.

Dokézte, ze pre kazdé k > 1 obsahuje nami definovanad postupnost funkcii <p$1’“’ vSetky k-arne ciastoc¢ne

rekurzivne funkcie.

Dokézte, ze ak ma ¢iastone rekurzivna funkcia rekurzivny definiény obor, tak existuje aspon jedno jej
zaplnenie, ktoré je rekurzivne.

Preco nedostaneme spor, ked v dokaze, Ze U nemd rekurzivne ziplnenie zadefinujeme funkciu omocou
’ ’
U namiesto U'?

Dokézte m-tiplnost mnoziny UNIV.

Dokézte m-tplnost mnoziny {n | 47 < |W,|}, kde W,, je efektivne éislovanie rekurzivne vyéislitelnych
mnozin.

Nech ¢,, je nase ¢islovanie unarnych ¢iasto¢ne rekurzivnych funkcii.
Nech MONOTONE = {n | ¢, je totdlna a Vz : ¢, (z) < p,(x +1)}.
Dokéazte, ze HALT <,, MONOTONE.

Nech A je jednoduchd mnozina. Uvazujme mnozinu B = {c(a,n) | a € A A n € N}, kde ¢ je nasa parovacia
funkcia.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

O kazdom z nasledujtcich tvrdeni rozhodnite, ¢i plati vzdy, nikdy, alebo niekedy:
— B je rekurzivne vy¢islitelna.

— B je rekurzivna.

— B je kreativna (t. j. m-Gplna).

— B je jednoducha.

Dokazte, ze ak ma ¢iastocne rekurzivna funkcia rekurzivny definiény obor, tak existuje aspon jedno jej
zuplnenie, ktoré je rekurzivne.

Kazdé policko §tvorcovej siete v prvom kvadrante vyplnime ¢ernou alebo bielou. Pre kazdy riadok a stipec
teraz mozeme definovat mnozinu ¢iernych a mnozinu bielych poli¢ok v fiom.

Napr. WR47 = {y | (47,y) je biele}.
Existuje také vyfarbenie, pri ktorom Ziadna z uvedenych mnozin nie je rekurzivna?

Existuje také vyfarbenie, pri ktorom ziadna z uvedenych mnozin nielenze nie je rekurzivna, ale dokonca
neobsahuje ziadnu nekone¢ni rekurzivnu podmnozinu?

Existuje také vyfarbenie, pri ktorom Ziadna z uvedenych mnozin nielenze nie je rekurzivna a neobsahuje
Ziadnu nekoneént rekurzivnu podmnozinu, ale navysSe je kazd4 z nich rekurzivne vy¢islitelna?

Dokézte alebo vyvrafte: Mnozina A je rekurzivna prave vtedy, ak existuje rekurzivna funkcia f splhajica
nasledujice podmienky:

eVacA: IneN: f(n)=a
e VneN: f(n)e A
e VneN: f(n) < f(n+1)

Dokéazte alebo vyvrafte: Existuje mnozina prirodzenych ¢isel A takd, Zze ani A, ani N — A neobsahuje
nekonecéni aritmeticktl postupnost.

Dokéazte: Existuje nekoneénd rekurzivne vycislitelnd mnozina, ktord nemé ziadnu nekonecénii primitivne
rekurzivnu podmnozinu.

Dokéazte alebo vyvratte: Kazda nekoneéné rekurzivne vy¢islitelnd mnozina méa nekoneénii rekurzivnu pod-
mnozinu.

Preco v predchadzajucej tlohe nezafunguje konstrukcia, ktora fungovala v o jedno skorsej tlohe?

Mnozinu voldme iminna, ak je nekonecné, ale nem4 ziadnu nekoneént rekurzivne vy¢islitelnii podmnozinu.
Zjavne komplementom kazdej jednoduchej mnoziny je nejakd iminna mnozina.

Najdite iminnu mnozinu, ktorej komplement nie je jednoduchd mnozina.

Existuje imtnna mnozina, ktorej komplement je tiez imtinna mnozina?
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Kapitola 10: Logika a Godelove vety

1. Zostrojte v nasej predikatovej logike prvého radu retazec, ktory bude zodpovedat predikatu ,.x je zloZené
¢islo®.

2. Zostrojte v nasej predikitovej logike prvého radu retazec, ktory bude zodpovedat vyroku ,existuje neko-
necne vela prvodisel®.

3. Néjdite konkrétny formélny systém, v ktorom je mnozina dokézatelnych tvrdeni rekurzivna.

4. Mnozina axiém je minimdina, ak sa Ziadna z nich ned4 dokazat z ostatnych.

Uvazujme rozhodovaci problém, ktorého instanciou je dvojica (A, D), kde A je kone¢nd mnozina axiém a
D(z,y, ) je ternarny rekurzivny predikat ,retazec y je dokazom tvrdenia x z mnoziny axiém zakddovane;
do z“. Otéazkou, ktort treba zodpovedat, je, ¢i je dand mnozina A minimélna pre dany predikat D.

Dokazte, ze tento rozhodovaci problém nie je rozhodnutelny, ale Ze jeho komplement (zistit, Ze A minimalna
nie je) je ¢iastofne rozhodnutelny.
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Kapitola 11: Vety o rekurzii

1. Vyberte si lubovolny programovaci jazyk a napiste v fiom program, ktory vypise samého seba.

Potom ho upravte, napriklad tak, aby vypisal samého seba, ale zmenil pritom vsetky samohlasky na a.

2. Vyberte si lubovolny programovaci jazyk a napiste v fiom dva rézne programy X a Y také, ze na prazdnom
vstupe X vypise Y a Y vypise zase X.

(Viete najst stivis s vetami o rekurzii? Dalo by sa ukézat, Ze aj tato tiloha ide riesit v lubovolnom rozumnom
programovacom jazyku?)

3. Ako treba zvolit transforméciu f v Rogersovej verzii druhej vety o rekurzii, aby sme ukézali, Ze existuje
program, ktory vypise samého seba?

4. Moze v druhej vete o rekurzii niekedy existovat viac ako jeden pevny bod? Teda mézu napr. v Rogersovej
verzii k jednému f existovat dva rozne programy ni a no, ktoré pocitaju dve rozne iastocne rekurzivne
funkcie, ale plati Ze n; pocita rovnaki funkciu ako f(n1) a ng zase rovnaka ako f(ns)?

5. Precitajte siohttp://www.ioccc.org/2012/endoh2/endoh2. ¢ (popis tu: http://www.ioccc.org/2012/
endoh2/hint .html) a potom sa zamyslite, ako takéto nieco (funkcionalitu, nie nutne formétovanie) na-
programovart.
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