Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Aplikacie viet o rekurzii

V tomto kuse textu si ukdzeme, Ze veta o rekurzii (nech uz uvaZzujeme hociktoru jej formu) je skutocne silnym

tvrdenim — viaceré iné vysledky, ktoré sme si v priebehu semestra ukazovali, z nej priamo vyplyvaju.
Technické detaily pouzitia vety o rekurzii nebudeme rozpisovat. Vo vSetkych pripadoch ju pouzijeme rovnako:

vyuZzijeme, Ze kazdy program si vie zostrojit svoj zdrojovy kéd a pripadne ho potom dalej pouZivat.

1.1 Problém zastavenia

Z vety o rekurzii priamo vyplyva, Ze mnozina HALT nie je rekurzivna.
Sporom. Nech existuje rekurzivna funkcia h rozhodujtca prislusnost do HALT'. Potom zostrojime nasledovny
program:

def oklam(x):
do premennej p zostroj zdrojovy kéd programu oklam
spusti h na p
ak h akceptoval, zacykli sa, inak akceptuj

Tento program si teda zisti, ¢o si o nom samom mysli &, a nasledne naschval spravi naopak — ¢o je spor s
predpokladom, Ze h rozhoduje prislusnost do HALT.

1.2 Minimalne Turingove stroje

Vo vSeobecnosti je ndjdenie najkratsieho programu riesiaceho dany problém tazké. Aby sme mali istotu, Ze
konkrétny program je najkratsi mozny, potrebovali by sme v principe overit, Ze ziaden krat$i program nie je s
tym nasim ekvivalentny.

Pomocou vety o rekurzii to teraz formalne dokédzeme. PresnejSie, ukdzeme, Ze nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnu-
telné, ¢i je dany Turingov stroj minimélny. (Rovnaky dokaz by sa samozrejme dal spravit v Tubovolnom inom
modeli vypocitatelnosti, v ktorom plati veta o rekurzii — §pecidlne teda v lubovolnom Turing-complete modeli.)

Sporom. Ak by tvrdenie platilo, tak existuje generujtci T'S g, ktory generuje mnozinu vSetkych minimélnych
TS. Zostrojime teraz novy TS p, ktory bude robit nasledovné:

TS p na vstupe w:
zostroji svoj zdrojovy kéd
simuluje g, kym nevygeneruje nejaky TS q s kédom dlhSim ako p
simuluje q na vstupe w

KedZe mnozina miniméalnych TS je zjavne nekoneénd — ku kazdému rekurzivne vyéislitelnému jazyku existuje
aspoii jeden miniméalny TS. Bez ohladu na to, aky dlhy nas TS p vlastne bude, ¢asom musi g nutne vygenerovat
nejaky TS ¢. No ale tym pddom sme préve dostali spor s minimélnostou ¢, kedZe p rozpoznéva presne ten isty
jazyk ako g a je od neho kratsi.

Nezaskodi si podrobnejsie rozmysliet, ako bude p vlastne vyzeraf. Jeho konstrukciu za¢neme od konca. Na
to, aby sme vedeli simulovat ¢ na w, bude stéastou p nejaky konkrétny univerzalny TS. Ten dostane niekde na
paske zapisané ¢, inde w, a bude po tej paske potom behat a postupne napr. zostrojovat postupnost konfiguracii
q pocas vypoctu na w.

Pred touto ¢astou programu bude p simulovat g. Sti¢astou programu p bude teda program g a trocha rézie
okolo neho — kontrolujeme dlzky slov, ktoré vygeneroval, porovnavame ich s konkrétnym slovom, ktoré mame
zapisané niekde na péske, a ked je vystup ¢g od nasho slova dlhsi, beh g zastavime.

No a ked uz mame toto celé, tak spravime konstrukciu z vety o rekurzii, ktord ndm na zaciatku na pasku
vyrobi zdrojovy kéd p. Podobne ako u programov, ktoré vypisovali samé seba, sa touto konstrukciou dizka p
priblizne zdvojnasobi.
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Na zaver tejto Casti uvedieme esSte jedno pozorovanie. Plati totiz este silnejSie tvrdenie. Nielen, ze mnozina
minimalnych TS nie je rekurzivne vy¢islitelnd, dokonca ani Ziadna jej nekoneénd podmnozina nie je rekurzivne
vydislitelna. Inymi slovami, neexistuje Ziadny program ¢, ktory bude do nekone¢na generovat navzdjom rozne
minimalne TS — a to ani vtedy, ak nepozadujeme, aby vygeneroval vsetky.

Dokaz je zjavny: staci v dokaze povodného tvrdenia namiesto g pouzit ¢'.

1.3 Riceova veta

Prva Riceova veta hovori, ze kazda netrividlna vlastnost rekurzivne vy¢islitelnych jazykov (resp. ¢lastoc¢ne
rekurzivnych funkcii) je nerozhodnutelna.

Inymi slovami, ak existuji nejaké rekurzivne vydcislitelné jazyky, ktoré dant vlastnost maju a iné, ktoré ju
nemaju, tak sa nedd napisat rekurzivny program P (napr. Turingov stroj ¢o vzdy zastane), ktory na vstup
dostane program a rozhodne o 1iom, ¢i nim rozpozndvany jazyk dana vlastnost ma alebo nema.

Prikladom takejto vlastnosti moze byt napriklad ,rovnost ¥*“ u jazyka (resp. ,rovnost N* u mnoziny ¢isel),
kone¢nost, prazdnost, obsahovanie konkrétneho prvku, atd. Jednym z mnohych désledkov Riceovej vety je napr.
tvrdenie ,nie je rozhodnutelné o danom programe povedat, ¢i existuje vstup, na ktorom zastane®.

Riceova veta tieZ vyplyva z vety o rekurzii. Dokaz je velmi podobny tym, ktoré sme videli vyssie: Sporom.
Nech pre nejakt vlastnost taky P existuje. Ked¥e je netrividlna, existuji aj program Q* ktorym rozpoznivany
jazyk ta vlastnost mé a program QQ~, ktorym rozpoznavany jazyk nasu vlastnost nem4.

Zostrojime teraz novy program R, ktory spravi nasledovné

R na vstupe w:
zostroji svoj zdrojovy kéd
opyta sa P, Co si o fiom mysli
ak P odpovedal kladne, R simuluje Q- na vstupe w
ak P odpovedal zaporne, R simuluje Q+ na vstupe w

No a opidt mame hladany spor: nech by P na R odpovedal akokolvek, R zakazdym zabezpedi, Ze sa P pomylil.

1.4 Goedelova veta

Majme forméalny systém dostatocne silny na to, aby sme v iom vedeli formulovat tvrdenia o programoch. (Napr.
nasa znama aritmetika prirodzenych ¢isel so s¢itanim a nasobenim.)

K Tubovolnému programu P, vstupu v a ,zapisu celého vypocétu“ z teda vieme zostrojit vyraz predstavujici
vyrok ,,z je zdpisom akcepta¢ného vypoctu P na v“. A nésledne teda vieme zostrojit aj vyraz 3z (tamten vyraz).
A tento zodpoveda vyroku ,program P akceptuje vstup v“.

NavySe predpokladajme, Ze mnoZina dokdzatelngjch tvrdeni v tomto formélnom systéme je rekurzivne vy-
¢islitelnd. Existuje teda ¢iastoc¢ne rekurzivny predikat D, ktory akceptuje dokézatelné tvrdenia a do nekoneéna
pocita pre ostatné tvrdenia.

Ukézeme, ze pomocou vety o rekurzii vieme, podobne ako Goedel, explicitne zostrojit tvrdenie, ktoré je
pravdivé a je nedokézatelné (lebo to samo o sebe tvrdi).

Zostrojme program G, ktory spravi nasledovné:

G na TubovoInom vstupe:
zostroji svoj zdrojovy kéd
ked uZz pozna ten, vie zostrojit retazec predstavujici vyrok "G NEakceptuje prazdny vstup"
spusti predikat D na prave zostrojenom retazci
ak D akceptuje, aj G akceptuje (a inak do nekonena simuluje D)

No a toto je ono. Mame explicitne zostrojeny G, vieme teda aj explicitne zostrojit refazec, ktory vyrobi v
druhom kroku. A tento refazec r je nas hladany retazec.

Preco je to tak? Retazec r zodpoveda pravdivému vyroku vtedy, ked G neakceptuje prazdny vstup. Ak by
D akceptoval r (teda by r bol dokazatelny), tak by podla nasej konstrukcie G prazdny vstup akceptoval (a teda
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by r nebol pravdivy). Kedze ale v nasom formélnom systéme predpokladame, Ze dokazatelné tvrdenia musia
byt pravdivé, toto nemdze nastat.

Tym sme prave ukazali, ze D nemdZe r akceptovat. Retazec r teda nie je dokdzatelny. A zaroven podla naSej
konstrukcie G prazdny vstup skuto¢ne neakceptuje, r teda zodpoveda pravdivému tvrdeniu.
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