Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Ako si spravit vlastny fixed-point
combinator

1.1 Technické detaily o Pythone

Konstrukciu budeme robit v Pythone, lebo je na nase ucely dostatoéne pohodlny. Malo by ale byt zjavné, ako
podobné konstrukcie spravit v inych jazykoch.

1.1.1 None

Konstanta none je Specidlna konStanta predstavujtca ni¢. Budeme ju pouzivat v situécidch, kedy sme vo for-
malizme pouzivali 1, teda vtedy, ked mal program bezat do nekone¢na. (V nasich konkrétnych pripadoch si to
mozeme dovolif a none sa lepSie vypisuje.)

Pri niektorych operécidch budeme chciet nésobit hodnoty, dorobime si preto pomocni funkeiu, ktoré nésobi,
pricom ak je niektory vstup wone, tak vrati vone:

def safe_mul(x,y):
if x is None or y is None: return None
return xxy

1.1.2 Funkcie s neznamym poctom argumentov

V Pythone vieme deklarovat funkciu, ktord bude pouZitelnd s roznymi po¢tami argumentov. Tu je zdkladna
syntax:

def f(x, *args):

print ( 'x.=_{}’.format (x) )
print ( 'dalsie_parametre:’, end=’’ )
for y in args: print ( '_{},’.format(y) , end='" )
print ()
£(4)
£(4,7)

f(4,1,2,"zajac’ ,print)

Toto bude pohodlné pri zéverec¢nej konstrukcii, ked zostrojime jediny funkciondl fungujtci naraz pre funkcie
vSetkych arit.

1.1.3 Vyroba novych funkcii za behu

V Pythone vieme priamo manipulovat s funkciami a priradovat si ich do premennych, napr. takto:

def add(x,y): return x+y

scitaj = add
vypis = print
vypis( scitaj(4,7) )

Toto sa nam zide na struény zapis niektorych konstrukcii.

1.1.4 Vyroba novych funkcii pomocou retazcov

Vsetky konstrukcie, ktoré budeme robit, by vSak isli robif aj v fTubovolnom inom jazyku, v ktorom vieme napisat
jeho vlastny interpreter. Napr. v Pythone priamo existuje funkcia exec, ktorej dame string obsahujici program
a ona ho vykond. Takéto stringy moZeme samozrejme za behu menit a vyrdbaf si tak nové programy.

# do premennej ”“program” si ulozime program funkcie faktorial
program = """

def_.f(n):

cocoifon==0:_return.l

eeoeoreturnonox_f (n-1)

wmn
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# pomocou volania exec vieme tento program spustit a vypisat si hodnotu 10!
exec( program + ’‘print (_£(10).)’ )

# zo stareho programu vieme lahko vyrobit novy, pocitajuci fciu g(n)=f(n)+7
novy_program = """

def_.g(n):

7 4+ program.replace ("\n’,’\noo_.’) + """

ceeoreturn.f (n)+7

2

# pozrieme si, co sme vlastne vyrobili
print (novy_program)

# pomocou volania exec vieme aj tento novy program spustit a vypisat si hodnotu 10!
exec (novy_program + ’print (.g(10).)’ )

1.2 Rekurzivna funkcia ako pevny bod funkcionalu

Vsetci uz isto vieme pouzivat rekurziu a pomocou nej napriklad definovat faktorial:

def faktorial (n):
if n==0: return 1
return nxfaktorial (n-1)

print ( [ faktorial(x) for x in range(10) ] )

Samotny faktoridl vSak vieme definovat aj ind¢. Podla rekurzivnej definicie faktoridlu mézeme napisaf na-
sledovny funkcional 1epsi_faktorial:

def lepsi_faktorial (nejaka_fcia):
def nova_fcia(n):
if n==0: return 1
return safe_mul ( n, nejaka_fcia(n-1) )
return nova_fcia
Ked do funkciondlu 1epsi_faktorial vopchdme nejaka funkciu, na vystupe ndm vypadne nové funkcia (s o
nieco dlhsim programom), ktora faktoridl rata o chlp lepsie.
Mozeme si napriklad zobrat funkciu, ktord nevie nié:

def nic_neviem(n): return None
print ( [ nic_neviem(x) for x in range(10) ] )

Ked na ta pouZijeme nas funkcional, dostaneme nova funkciu, ktora uz spravne vypodita 0!.
) b)

skoro_nic_neviem = lepsi_faktorial( nic_neviem )
print ( [ skoro_nic_neviem(x) for x in range (10) ] )

Pripadne mézZeme pouzit nas funkcional eSte 5x a nova funkcia uz bude vediet ratat vsetko po 5!.
for i in range(5): skoro_nic_neviem = lepsi_faktorial (skoro_nic_neviem)
print ( [ skoro_nic_neviem(x) for x in range (10) ] )
No a pointa celého cirkusu: na funkciu faktorial sa moZeme divat ako na pevny bod nasho funkciondlu
lepsi_faktorial. Faktoridl je teda takd funkcia, ktorej vystupy sa nezmenia, ked na fiu pouzijeme nas funkcional.
Formalne, faktorial je taka funkcia ¢, Ze na kazdom moznom vstupe n plati £(n) == lepsi_faktorial (f) (n).

1.3 Samotna konstrukcia

Cielom nasej konstrukcie bude najst postup, ako program konkrétneho funkciondlu (napr. nasho 1epsi_faktorial)
bez pouzitia rekurzie vyrobif program jeho pevného bodu (napr. faktoridlu). Skor, nez za¢neme, vSimnite si,
Ze nas funkciondal Ziadnu rekurziu neobsahuje.

Désledkom konstrukcie bude nasledovné pozorovanie: V kazdom (lubovolne silnom) programovacom jazyku,
v ktorom vieme interpretovat jeho vlastné programy, plati, Ze moZznost pouzivat rekurziu nepriddva ziadnu novt
vypoctovu silu. Vsetko, ¢o vieme naprogramovat pomocou rekurzie, ide spravit aj bez nej.
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1.3.1 Faktorial bez pouzitia rekurzie

Samozrejme, naprogramovat faktorial bez pouzitia rekurzie je Tahké, staci na to obycajny cyklus. My si ale teraz
ukazeme zvlastnejsi sposob, ktory nebude Specificky pre faktoridl — pojde teda zovSeobecnit.
Zacneme nasledovnou zvlastnou funkciou:

def zvlastna_funkcia (funkcia,n):

if n==0: return 1

return n *x funkcia(funkcia,n-1)

Coze je toto za zvieratko? Dostane dva vstupy, na prvy sa diva ako na funkciu, na druhy ako na ¢islo. Ak je
to ¢islo 0, vrati na vystupe 1, inak zavola ta funkciu, ktora dostal na vstupe a da jej dva parametre: ju samu a
n — 1. Jej vystup potom prenésobi ¢islom n a je hotovo.

Treba si v§imnit, Ze nikde tu nie je samotné rekurzia: definujeme jedind funkciu zviastna_funkcia a t4 sama
seba nikde nevola.

Ak sa vam zd4 podozrivé to volanie funkcie, ktorti sme dostali na vstupe, predstavte si namiesto neho
prislusné volanie exec. Tam by to celé vyzeralo takto:

def zvlastna_funkcia_znovu(retazec_s_programom,n) :

if n==0: return 1
nazov_funkcie = precitaj( retazec_s_programom )
exec ( retazec_s_programom + ’\n’ + 'vystup.=.’ + nazov_funkcie + ' (' + retazec_s_programom + ’,’ + str(n) + 7))’ )

return n * vystup

Zoberieme teda retazec_s_programom, ktOI‘y sme dostali, ten preéitame a zistime, aky je nazov_funkcie, ktOI‘fl
tento program pocita. Nésledne zostrojime novy retazec a na ten zavolame uz existujicu funkciu exec. My teda
nikde ziadnu rekurziu nepouzivame.

No a ako zostrojif faktorial? Ni¢ jednoduchsie. V tomto okamihu uz existuje konkrétna funkcia zviastna_funkcia,
ktort1 sme pred chvilou naprogramovali. MoZeme jej teda na vstup ako prvy parameter daf ju sam.

print ( [ zvlastna_funkcia(zvlastna_funkcia,x) for x in range(10) ] )

A pripadne pomocou nej definovat aj faktorial ako samostatnt funkciu:

def zvlastny_faktorial (x): return zvlastna_funkcia(zvlastna_funkcia, x)

1.3.2 Faktorial z jeho funkcionalu

Ked sa pozornejsie zahladime na funkciu zviastna_funkcia, isto ndm neunikne ist4 syntaktickd podobnost medzi
fou a na$im starym zndmym: funkciondlom 1epsi_faxtorial. Mohlo by teda ist vziat nis konkrétny funkcional a
¢isto syntaktickymi operaciami z neho vyrobit zvlastnu funkciu podobni tej z predchadzajtcej Casti.

Toto celé teda chceme spravit bez toho, aby sme sa museli zamyslat nad tym, ¢o vlastne nas funkciondl robi.
Len zoberieme jeho program aj s chlpami a vyrobime z neho program prislusnej zvlastnej funkcie.

Ako bude t& vyzerat? Zacneme od funkcie, ktord dostane dva parametre — funkciu f a éislo n — a jediné,
o spravi, je, Ze zavold f na vstupe (f,n). Keby sme takejto funkcii dali na vstup ako prvy parameter ju sami
(teda jej program), vela by toho nespocitala: pre Tubovolné n by sa vypodet do nekoneéna cyklil.

Teraz vsak pride k slovu nas funkcional. Namiesto toho, aby sme zavolali ti funkciu f, ktortt sme dostali na
vstupe, najskor z nej nasim funkcionalom vyrobime nova funkciu, a az ti potom zavolame samu na seba. Tato
nové funkcia uz nejaké vstupy vie vyriesit sama od seba (toto vylepSenie pridal nas funkciondl) a pre tie ostatné
spravi to isté ako ta stara funkcia — teda znovu vylepsi svoj program pouzitim funkcionalu, a novi funkciu
zavold na nej samej. A tak dalej, az kym sa po niekolkych kolach nedopracujeme ku funkecii natolko vylepSene;j,
7e uz nas vstup n bude vediet spracovat.

Samotné konstrukcia si vyzaduje jeden technicky krok. N4s funkciondl vie totiz vylepSovat len funkcie, ktoré
spractvaju iba relevantné vstupy, v nasom pripade teda len unarne funkcie. Z funkcie, ktora ako prvy parameter
ocakava program, by vyrobil gulds. Takze funkciu f, ktortt dostaneme na vstupe, najskér upravime na unarnu
funkciu a az ta potom vylepSime.

def druhy_zvlastny_faktorial (funkcia,n):
def vylepsi (fun):
def aplikovana_funkcia(x):
return fun (fun, x)
return lepsi_faktorial (aplikovana_funkcia)
return vylepsi (funkcia) (n)
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Toto je ono. Pozrime sa, ako bude prebiehat vypocet pre n = 3.
Zaénerne teda.volalﬁrn druhy_zvlastny_faktorial (druhy_zvlastny_faktorial,3).
Pri vykonavani tohto volania najskor zostrojime funkciu vyiepsi( druhy_zvlastny faktorial ).
Ako vznikne tato? Vyrobime undrnu funkciu ap1ikovana_funkcia (x), ktord zavold nasu pévodnii funkciu druny_zviastny faktori
na vstupoch (druhy_zviastny_faktorial,x). No a tuto aplikovani funkciu nésledne vylepsime nasim funkcionalom
a vylepsenu funkciu vyhodnotime pre n = 3.
Kedze 3 # 0, vystupom bude hodnota safe_mul ( n, aplikovana_funkcia(n-1) ), €0 je to isté ako
n * druhy_zvlastny_ faktorial (druhy_zvlastny_faktorial,2).
A ajhla. Skutoéné rekurzia nikde, v principe len manipulujeme s retazcami, a predsa sa nadm podarilo
dosiahnut rovnaky efekt. Dalsi priebeh vypoétu uz je zjavny.

1.3.3 Lubovolna funkcia z prislusného funkcionalu

To, ¢o sme prave predviedli s funkciondlom 1epsi_faxtorial, ide zjavne spravit s lubovolnym inym konkrétnym
funkciondlom. A dokonca vieme pridat troven abstrakcie: spravime si na to funkciu ozviastni (ktord tiez bude
funkciondlom).

Tato funkcia ozviastni bude fungovaf nasledovne: na vstupe do nej ddme funkcional a ona ndm z neho vyrobi
a na vystupe vrati funkciu analogicki funkcii druhy_zviastny_faktorial.

def ozvlastni (funkcional) :
def zvlastna_funkcia (funkcia, *args):
def vylepsi (fun):
def aplikovana_funkcia (xbrgs) :
return fun (fun, *brgs)
return funkcional (aplikovana_funkcia)
return vylepsi (funkcia) (*xargs)
return zvlastna_funkcia

No a teraz modzeme zobrat Tubovolny funkcional a pouZitim ozviastni z neho vyrobif zvlagtnu nerekurzivnu
funkciu, ktora pocita to isté, ako jeho pevny bod:
treti_zvlastny_faktorial = ozvlastni( lepsi_faktorial )
print ( [ treti_zvlastny_faktorial (treti_zvlastny_faktorial,x) for x in range(10) ] )

Aby sme explicitne zostrojili pevny bod daného funkcionélu, sta¢i vystup funkcie ozviastni zabalif do funkcie,
ktora ho spusti samého na sebe:

def y_kombinator (funkcional) :
zvlastna_fcia = ozvlastni (funkcional)
def spravna_fcia(*args):
return zvlastna_fcia(zvlastna_fcia, *args)
return spravna_fcia

A tym sme dosiahli nas ,svity gral“: mame funkciondl y_kombinator, do ktorého vlozime program funkcionédlu
a on nam vyrobi program jeho pevného bodu. To vSetko bez potreby rekurzie.

nerekurzivny_faktorial = y_kombinator( lepsi_faktorial )
print ( [ nerekurzivny_faktorial (x) for x in range(10) ] )

1.3.4 Dalsie priklady

Celé to samozrejme funguje aj pre rekurziu robiacu viac ako jedno rekurzivne volanie:

def lepsi_fibonacci (nejaka_fcia):
def nova_fcia(x):
if x<2: return x
return nejaka_fcia(x-1) + nejaka_fcia(x-2)
return nova_fcia

fibonacci = y_kombinator( lepsi_fibonacci )
print ( [ fibonacci(x) for x in range(10) ] )

A takisto pre rekurzivne funkcie s viac ako jednym parametrom:

def lepsi_add(nejaka_fcia):
def nova_fcia(x,vy):
if x==0: return y
return l+nejaka_fcia(x-1,y)
return nova_fcia

add = y_kombinator( lepsi_add )
print ( [ [ add(x,y) for y in range(5) ] for x in range(5) ] )
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Aj ak sa rekurzia deje naraz na viac parametroch:

def lepsi_binomial (nejaka_fcia):
def nova_fcia(n,k):
if k<0 or k>n: return 0
if k==0 or k==n: return 1
return nejaka_fcia(n-1,k-1) + nejaka_fcia(n-1,k)
return nova_fcia

binomial = y_kombinator( lepsi_binomial )
print ( [ [ binomial(n,k) for k in range(n+l) ] for n in range(10) ] )

Vobec netreba, aby parameter rekurzie klesal, staci, ked pre nase vstupy vypocet ¢asom skondi:

def lepsia_haluz (nejaka_fcia):
def nova_fcia(n):
if (n & (n-1)) == : return 0 # n==0 alebo n je mocninou 2
return l+nejaka_fcia(n+1) # zavolame sa na *xvacsiux hodnotu
return nova_fcia

haluz = y_kombinator( lepsia_haluz )
print ( [ haluz(n) for n in range(20) ] )

1.3.5 Elegantny trik na zaver

Rekurzivne funkcie sa zle debuguji. Ak by sme chceli, aby funkcia zapisovala svoje spustenie do logu, nie je
zrovna najlepsi ndpad pridat ten zdpis do nej. Napriklad nasledovnd funkcia by ndm asi prili§ radost nerobila:
def faktorial(n):

print (' spustil.sa.faktorial’)

if n==0: return 1

return nxfaktorial (n-1)

Totiz ak zavoldme faktorial (40), dostaneme v logu krasnych 41 zdznamov o spusteni tejto funkcie, zatial ¢o
nam by bohate stadil ten jeden prvy. Na to by bolo treba spravit wrapper:

def faktorial(n):
if n==0: return 1
return nxfaktorial (n-1)

def logujuci_faktorial (n):

print (' spustil.sa_faktorial’)

return faktorial (n)

a nasledne samozrejme vsade v kéde treba volat tento wrapper namiesto povodnej funkcie.

To zato ked si faktorial vyrobime y-kombinatorom z jeho funkcionalu, nie je ni¢ lahsie ako pri vyrobe pridat
takéto logovanie.

def logujuci_y_kombinator (funkcional) :
zvlastna_fcia = ozvlastni (funkcional)
def spravna_fcia(*args):
print (' pouziva.sa.pevny.bod.pre’, funkcional._ name_ )
return zvlastna_fcia(zvlastna_fcia, *args)
return spravna_fcia

Stadi si faktorial vyrobit tymto novym fixed-point kombindtorom a logovanie je na svete. A ked sa prida
tento vypis do pévodného y-kombindtora, vieme naraz zapnit/vypnut logovanie pre vSetky naSe rekurzivne
funkcie.

Ten isty efekt ide samozrejme v réznych situdcidch porovnatelne pohodlne dosiahnut aj in4c¢, ale novy uhol
pohladu nikdy nie je na skodu.

Alebo naopak. Mate kniZnicu a v nej rekurzivnu funkciu. Chceli by ste logovat tiplne vSetky volania — ale to
nejde, ak kniZnicu nemézete menit. Tu vam uZ wrapper nepomoze. Ak by ale v kniZnici bol namiesto rekurzivne;
funkcie prislusny funkciondl, ni¢ vAm nebrani vyrobit si z neho doty¢ént funkciu ktord naozaj zaloguje kazdé
svoje volanie.

Dalsi benefit: z funkcionalu v pripade potreby vieme lahko vyrobif aj memoizovani verziu doty¢nej rekur-
zivnej funkcie.
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