Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Godelova veta o neudplnosti

1.1 Jazyk logiky

Ciel: Volne povedané, chceme mat forméalny systém, v ktorom budeme vedief dokazovat matematické tvrdenia
zodpovedajuce prave vietkym pravdivym tvrdeniam nasho sveta. V idedlnom pripade by sme teda chceli zostrojit
mechanicky proces, ktorého vstupom bude tvrdenie a vystupom bud dokaz tohto tvrdenia, alebo dokaz jeho
negéacie. Toto je v podstate ciel, ktory ako prvy sformuloval uz pred niekolkymi storodiami Leibniz, a neskor v
roku 1920 v omnoho exaktnejsej podobe Hilbert.

Zacat musime tym, Ze si zvolime nejaki koneént abecedu, pomocou ktorej budeme tieto tvrdenia zapisovat.
(Niektori autori si volia abecedu spocitatelne nekone¢nt, lebo je to pohodlnejsie a aj tak ju vieme zakddovat
pomocou koneénej.) Symboly tejto abecedy budeme pre ndzornost v tomto texte uvadzat vizudlne odlisnym
pismom: x, V, 0, atd.

My sa na tieto retazce budeme pozeraf a niektorym z nich priradime vijznam — budid zodpovedaf tvrdeniam
v nasom svete. Bude pohodlné nepriradzovat vyznam vSetkym refazcom, niektoré pre nas budit jednoducho
nezmyselné postupnosti znakov.

Priklad 1: xY0— moze pre nés byt nezmyselna postupnost znakov, zatial ¢o 3z (47=z+z) mdZe predstavovat
tvrdenie ,47 je parne ¢islo“.

.....

.....

dz (47=z+z) modze pre nas byt nezmyselnd postupnost znakov.
Poucenie: Samotné retazce nemaju Zziaden svoj inherentny zmysel, ten im ddvame aZ my, ktori sa na ne
pozerame ,zvonka“.

Ked budeme navrhovat konkrétny formélny systém, mnozina vSetkych jeho retazcov, ktoré budeme povazovat
za syntakticky korektné, musi byt dostatoéne jednoduché. Zjavnd minimdalna poziadavka je, Ze chceme vediet o
Tubovolnom retazci mechanicky rozhodntt, ¢i je alebo nie je syntakticky korektny. Inymi slovami, zaujimat nas
buda len také formélne systémy, pre ktoré je mnozina syntakticky korektnych retazcov rekurzivna.

1.2 Predikatova logika prvého radu

Predikatova logika je formalny systém, v ktorom niektoré symboly abecedy interpretujeme ako premenné, nie-
ktoré ako logické spojky, niektoré ako kvantifikdtory, niektoré ako zdtvorky a niektoré ako predikdty. (Ni¢ ndm
nezakazuje mat eSte dalSie symboly, ktoré budeme interpretovat eSte ina¢, napr. ako konstanty alebo funkcie.)

Upresnenie, Ze hovorime o logike prvého rddu, mé nasledujici vyznam: za korektné refazce budeme povazovat
len tie, kde sa kazdy kvantifikdtor viaze na nejaki premennii. V logike prvého radu teda vieme formalizovat
napr. tvrdenie ,pre vSetky x existuje y také, Ze...“, ale nevieme formalizovat napr. tvrdenie ,existuje predikat
p, pre ktory plati...“.

1.3 Formalizacia aritmetiky po prvé

V tejto casti budeme uvazovat jednoduchu formalizéciu aritmetiky v predikatovej logike prvého radu. Zatial
nebudeme zachadzat do detailov a popiSeme len tie ¢asti tejto formalizacie, ktoré potrebujeme.

Jazyk nasSej aritmetiky postavime nad abecedou obsahujicou okrem iného symboly 01+*=-AV—=V3 ().
Vsetkym tymto symbolom priradime ich bezné vyznamy. Okrem nich budeme este mat symboly xyz oznacujice
premenné. (Keby sme ich niekedy potrebovali viac, mézeme sa napr. dohodnut, Ze kazdy neprazdny refazec
tychto symbolov predstavuje premenni.)

Mnozinu syntakticky korektnych refazcov ndsho jazyka aritmetiky budu tvorit formalne zapisy korektnych
tvrdeni v aritmetike prirodzenych cisel.
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Do tejto mnoziny napriklad patria retazce Vx (Vy (x+y=y+x) ), Vx (Vy ( (x*y=0) = ( (x=0) A (y=0)))) aj
dy (x=y+y) . Prvy z nich zodpoveda pri nasej interpretécii symbolov pravdivému tvrdeniu ,scitanie je komu-
tativne“, druhy nepravdivému tvrdeniu ,ak sucin x a y je 0, tak st oba rovné 0“ a treti tvrdeniu ,z je parne
¢islo®, ktoré samo o sebe pravdivostni hodnotu nema.

Pri praci s takymto systémom sa nam céasto oplati zjednodusit si zivot tym, Ze zavedieme nové symboly,
ktoré budu predstavovat konkrétne refazce. Tieto nové symboly teda treba chdpat rovnako ako napr. makra v
beznych programovacich jazykoch. V nasom jazyku sa mozeme napriklad dohodniif na tychto makrach:

X<Y je skrateny zapis pre dz (— (z=0) A ((X) +z=(Y)))
2 je skrateny zapis pre (1+1), 3 je skrateny zapis pre ( (1+1)+1), atd.

Vsimnite si, Ze 3 nie je skrateny zapis pre (1+(1+1)). Co sa refazcov tyka, ((1+1)+1) a (1+(1+1))
st dva rozne retazce.

Oznacéme teraz T jazyk tych retazcov, ktoré st syntakticky korektné a ked ich interpretujeme v nasom jazyku
ako tvrdenia o prirodzenych ¢islach, tak zodpovedaja pravdivym tvrdeniam. Analogicky ozna¢me F jazyk tych
retazcov, ktoré zodpovedaji nepravdivym tvrdeniam.

Priklad: refazec Vx (Vy (x+y=y+x)) patri do T, refazec Vx (Vy ( (x*y=0) — ((x=0) A(y=0)))) do F a
retazec dy (x=y+y) nepatri ani do jednej z tychto mnozin.

Mnozina 7T je to, ¢o nas matematikov zaujima — do formélneho jazyka zakédovand mnozina vsetkych prav-
divych tvrdeni.

1.4 Sila aritmetiky so scitanim a nasobenim

Zdo6vodnime si teraz, ze ku kazdému rekurzivnemu predikatu existuje v nasom formélnom systéme retazec,
ktory mu zodpoveda. Upozornujeme, Ze nejde o forméalny dokaz v Ziadnom formalnom systéme, ale o zdovodnenie
v nasej realite (metamatematike).

Presnejsie, ukdzeme, ze k lubovolnému rekurzivnemu predikatu P(z1, ..., z,) existuje refazec Rp obsahujuci
volné premenné x, ..., x™ taky, ze pre lubovolné ay,...,a, € N plati: P(aq,...,a,) vrati 1 prave vtedy, ked do
T patri refazec, ktory dostaneme z Rp tak, ze pre kazdé k za kazdy vyskyt x* dosadime refazec zodpovedajici
Cislu ag. (Pozndmka: znadenie x™ tu predstavuje refazec tvoreny n pismenami x.)

Detaily zdévodnenia prenechdame na ¢itatela, nacrtneme len myslienku. Zdévodnime vSeobecnejsie tvrdenie:
ku kazdej rekurzivnej funkeii f(z1,...,x,) existuje refazec R; obsahujuci volné premenné y, x, ..., x” ktory
vo vy$Sie popisanom zmysle zodpovedd predikdtu y = f(z1,...,z,).

Zdovodnenie prebieha Strukturalnou indukciou — inymi slovami, postupne ¢itame ,recept” funkcie f a podla
neho zostrojujeme prislusny retazec.

Pre zakladné funkcie zostrojime retazce lahko: Funkcii z() zodpoveda refazec y=0. Funkcii s(x) zodpoveda
refazec y=x+1. Projekcii PJ* zodpoved4 refazec y=x*.

Nech funkcia f(x1,...,x,) vznikd kompoziciou funkcii g(z1,x2), hi(x1,...,2n) a ha(x1,...,x,). Nech dalej
g, h1 a he maju zodpovedajuce refazce Ry, Rp1 a Rpo. BUNV predpokladajme, Ze tieto retazce neobsahuji
vyskyty premennych yy a yyy (inak doty¢éné premenné premenujeme). Potom funkeii f zodpovedd nasledujici
retazec:

Vyy (Vyyy ( Rua(vy,%,...,x") A Rpo(yyy,%,...,x") = Ry(y,vy,vvy) ))

Retazec Rp1(vy, %,...,x") vznikne tak, Ze za kazdy vyskyt volnej premennej y v Ry dosadime yy. Analo-
gicky dosadime yyy do Rp2. Retazec Ry(y,yy,yyy) vznikne z R, tak, ze za vSetky vyskyty volnej premennej
x dosadime yy a za vSetky vyskyty xx dosadime yyy.

Slovne, zostrojeny vyraz zodpoveda tvrdeniu: ,Ak yy a yyy st hodnoty, ktoré vratia hy a ho pre zadané x,

.., x" tak nutne g pre vstup yy, yyy musi vratit hodnotu y.“ Lahko nahliadneme, Ze toto tvrdenie je naozaj
ekvivalentné s tvrdenim ,,f pre vstup x, ..., x™ vrati vystup y.“

Konstrukcia pre kompoziciu v pripade inej arity g vyzera analogicky, a konstrukciu pre pripad, Ze f vznika
reguldrnou minimalizdciou, prenechévame na ¢itatela.

Na zaver ostéva konstrukcia ked nové funkcia h vznikd z funkcii f a g primitivnou rekurziou. Této je o Cosi
zlozitejsia: potrebujeme vediet len pomocou ndsobenia sformulovat vyrok o celej postupnosti hodnét, ktorymi
vypocet h pocas primitivnej rekurzie prechadza.

Formulaciu takychto vyrokov si ukdzeme na priklade.
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1.5 Vyrok o konecnej postupnosti prirodzenych cisel

Chceli by sme najst algoritmus, akym budeme vediet sformulovat vyrok o nejakej konec¢nej postupnosti. Keby
mala napriklad 47 prvkov, je to Iahké — zoberieme 47 premennjch a hotovo. Co ale v situacii, ked vopred
nevieme, kolko prvkov m4? Alebo ked ten podet prvkov dostaneme v premennej?

V principe je jasné, ¢o chceme urobit: zakédovat nasu kone¢nti postupnost do jedného ¢isla a potom povedat
vyrok o 1iom. Tu je ale problém: s kédovaniami, ktoré sme doteraz pouzivali (bud pomocou parovacej funkcie
alebo pomocou mocnin prvocisel), zatial nevieme pracovat len pomocou séitania, nasobenia a kvantifikdtorov.
Budeme preto musiet vymyslief iné kédovanie, s ktorym sa pracuje lepsie.

Lema 1. Nech k£ > n. Polozme s = k! a pozrime sa na ¢isla m; = is + 1 pre i = 1,...,n. Tieto ¢isla su
navzajom nesudelitelné.
Dokaz: Cokolvek ¢o deli ¢islo m; aj ¢islo m; deli aj &islo [jm; —im;| = |i — j|. Ale |i — j| < n a &sla m; z

definicie nie st delitelné ni¢im od 2 po k. Preto s nutne m; a m; nestdelitelné.

Lema 2. Nech x4, ..., z, je koneénd postupnost. Potom existuju celé ¢isla m a s také, ze Vi : ; = m mod
(is +1).
Zjavne vietky hodnoty tvaru is + 1 st nesudelitelné a dostato¢ne velké. Nasledne podla Cinskej zvyskovej vety
existuje hladané m (préave jedno v intervale od 0 po sucin vSetkych (is + 1) minus jedna).

Priklad. Na zéklade vyssie ukdzaného kédovania ukdzeme ako o danych dvoch premennych x a y sformulovat
vyrok ,y = 2%¢.

Tento vyrok sformulujeme nasledovne: V prvom kroku ho prevedieme na ekvivalentny vyrok ,Existuje
postupnost dlzky z + 1, ktorej prvy ¢len je 1, kazdy dalsi ¢len je dvojnasobkom predchadzajiceho a posledny
¢len je rovny y.“ No a tento novy vyrok uz vieme sformulovat pomocou nastrojov, ktoré mame k dispozicii.

Cely vyrok bude maft tvar Im3s (podmienka). Cisla m a s ndm vyssie uvedenym spésobom kéduji hladant
postupnost. No a podmienka bude konjunkciou viacerych mensich podmienok:

e mmod (s+1)=1
e Vi:(1<i<n)— ((mmod(is+1))-2:(mmod((i+1)s+1)))
e mmod ((n+1)s+1)=y

Vsetky tieto podmienky vieme zapisat pomocou nasich zédkladnych symbolov. (Napr. podmienku m mod (s+
1) = 1 zapiSeme ako Ix (m=x* (s+1)+1).)

Analogicky vieme zapisat vyrok o Iubovolnej rekurentne definovanej postupnosti koneénej dlzky, $pecialne
teda aj o priebehu vipoétu primitivnej rekurzie. Opiif pdjde o postupnost dizky n+ 1, ktorej prvy ¢len vypocita

%

funkcia udévajtica base case a kazdy dalsi ¢len z predchédzajiceho funkcia pocitajica inductive step.

1.6 Aka zlozita je pravda?

V tejto Casti ukdzeme, ze mnozina 7 pravdivych tvrdeni v naSej aritmetike prirodzenych ¢isel nie je ani len
rekurzivne vydislitelna.

Zoberme nasu starta zndmu mnozinu H ALT. Zjavne existuje rekurzivny predikat H(z,y) taky, ze x € HALT
prave vtedy, ked JyH (z,y). (Napr. mozeme zvolit H (z,y) =,vieme vypoéitat hodnotu f,(z), ak smieme spravit
nanajvys y krokov vypoc¢tu?“) Kedze H je rekurzivny predikét, existuje retazec Ry, ktory mu zodpoveda.

UvaZzujme teraz funkciu p, ktora robi nasledujuce: ak na vstupe dostane ¢islo n, tak na vystupe vypise retazec
=3y ( Ru(n,y) ).

Funkcia p je zjavne rekurzivna — len zoberie refazec Ry, vSetky vyskyty premennej x nahradi refazcom
zodpovedajicim ¢islu n a nasledne okolo toho prida niekolko dalsich znakov.

A tiez zjavne plati n € HALT <= p(n) € T — totiz p pre n vyrobi tvrdenie ,neexistuje y také, ze vypocet
fn(n) zastane po nanajvys y krokoch“, ¢o je ekvivalentné s tvrdenim ,vypocet f,(n) nezastane“, a teda v T je
tento refazec naozaj prave vtedy, ked n € HALT.
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A tym sme naSe zdovodnenie ukoncili — zostrojena p je totiz many-to-one redukciou HALT na T, a teda T
nie je ani len rekurzivne vydcislitelna.

Toto je smutné zistenie. Hovori nam, Ze neexistuje program, ktory by generoval pravdivé aritmetické tvrdenia
a Casom vygeneroval kazdé z nich.

1.7 Jednoduchy pohlad na formalne dokazovanie

Zatial sme sa zaoberali len ot4dzkou, ¢o je pravdivé. Samotnd pravdivost tvrdenia ndm matematikom ale ¢asto
nestaci, my chceme vidiet pod pokrievku. Rozumiet nie len tomu, ¢i nieco funguje, ale tieZ tomu, ako a preco.
A prave toto nas privadza k pojmu dokazu.

Ponechajme zatial bokom ,implementacné detaily“, teda to, ako vlastne dokazujeme a ¢o to ten dokaz je.
Zatial nAm postaci stistredit sa na esenciu dokazu. Co je to dékaz tvrdenia T? To je nejaky retazec D, ktory
vieme mechanicky spracovat, skontrolovat, a ak vSetko sedi, tak nas ten retazec presved¢i o tom, ze T' plati.

Inymi slovami, pozadujeme, aby existoval rekurzivny predikat D(z,y), ktory ndm povie, ¢i je retazec y
dokazom refazca .

No a uz tu sa dostavame do zjavnych problémov. Pripomenme si, Ze v predchadzajicej casti sme si dokazali,
ze mnozina pravdivych tvrdeni v naSej aritmetike prirodzenych ¢isel nie je ani len rekurzivne vydislitelné.
Mnozina dokazatelnych tvrdeni naopak rekurzivne vy¢islitelnd vzdy bude. (Pre konkrétne tvrdenie z vieme
skugat postupne vietky mozné y a akceptujeme, ak najdeme také y, pre ktoré plati D(x,y).)

Z toho vyplyva druhé smutné zistenie: Nech akokolvek rozumne definujeme, ¢o je to dokaz, vzdy budu
existovat tvrdenia, ktoré buda sice pravdivé, ale nebudeme ich vediet dokdzat.

1.8 Axiomy a tedrie

Jednym z cielov matematiky moéze byt zistovanie pravd o naSom, redlnom svete. Ani zdaleka napriklad este
nevieme vSetko o prirodzenych ¢islach. (Existuje neparne dokonalé ¢éislo? Plati Goldbachova domnienka? A ¢o
Riemannova hypotéza?)

Navyse dokazy zlozitych tvrdeni (napr. veta o Styroch farbdch ¢i velkd Fermatova veta) st ¢asto natolko
komplikované, Ze nie je zjavné, ¢i niekde neskryvaju chyby.

Preto mé zmysel budovat matematiku formélne, axiomaticky: Zacneme tym, %e sa dohodneme na ¢o naj-
mensom pocte zékladnych tvrdeni, o ktorych sa zhodneme, %e v naSom svete platia. A néasledne sa dohodneme
na sade odvadzacich pravidiel (napr. modus ponens) o ktorych verime, Ze z pravdivych tvrdeni vzdy vyrobia
pravdivé.

V jazyku logiky tento pristup vyzerd nasledovne: Zvolime si jazyk axiém A. (Tento jazyk by, ak uz ni¢
iné, mal byt rekurzivny — inymi slovami, chceme vediet mechanicky rozhodnit, ¢ dany refazec zodpoveda v
nasom svete jednej z dohodnutych axiém alebo nie.) Nésledne sa dohodnem na sade mechanickych prepisovacich
pravidiel. Mo6zeme sa na to divaf napriklad tak, ze kazdé prepisovacie pravidlo je program, ktory mé na vstupe
niekolko (moZno aj nula) refazcov a na vystupe prave jeden novy refazec.

Napriklad modus ponens by bol program, ktory ak dostane na vstupe retazce tvarov A—B a A, tak vyrobi
refazec B — pridom A a B mdzu byt Tubovolné syntakticky korektné retazce.

Prikladom prepisovacieho pravidla, ktoré moze mat nula vstupov, je veta o dedukcii (http://en.wikipedia.
org/wiki/Deduction_theorem).

Postupnym pouzivanim dohodnutych odvadzacich pravidiel vieme ndsledne z axiém vyrdbat nové a nové
retazce. Konkrétny spdsob vyroby daného refazca x vieme samozrejme zakddovat ako refazec y, ktory potom
volame dokazom retazca x.

Ked sa teraz pozerame ¢isto syntakticky na nejaky forméalny systém, ktory takto funguje, mozeme hovorit
o jeho konzistentnosti a uplnosti. Toto su teraz syntaktické pojmy, bez akéhokolvek odvolavania sa na modely
a pravdivost. Nech A je mnoZina axiém a D(z,y) rekurzivny predikat ,je y dokazom z z axiém A?“. Potom
hovorime, ze dvojica (A, D) je konzistentna, ak neexistuje refazec taky, ze sa da dokdzat aj on, aj jeho negécia.
A hovorime, ze dvojica (4, D) je Giplnd, ak neexistuje refazec taky, ze sa nedd dokdzat ani on, ani jeho negécia.

Z vyssie uvedenych vysledkov uz vieme, ze ziaden konzistentny formalny systém, ktory umoznuje formalizaciu
aritmetiky, nemo6ze byt Gplny. Presnej$ie ndm o tom hovoria Godelove vety o netplnosti: Prvéd z nich ukazuje,
ze v takomto formdalnom systéme vieme zostrojit konkrétny refazec taky, Ze ani on, ani jeho negacia nie s
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dokézatelné. Druha Goédelova veta nasledne hovori, ze dalsim (zlozitej$im) refazcom s touto vlastnostou je
retazec, ktory je formalizdciou tvrdenia ,tento formalny systém je konzistentny*.

Co nam toto hovori o pravde? Ak verime nasim axiémam a odvadzacim pravidlam, tak ku kazdému kon-
zistentnému formalnemu systému, ktory je dostatocne silny na to, aby sa v Tiom dala sformulovat aritmetika
prirodzenych éisel, existuje v nasom svete pravdivé tvrdenie, ktorého formalizaciou je refazec, ktory v danom
systéme nevieme dokdzat ani vyvratif. A navySe je takychto tvrdeni vela, a jednym z nich je aj konzistencia
daného formalneho systému. V ramci konzistentného formalneho systému obsahujtceho aritmetiku prirodzenych
¢isel teda nikdy nebudeme schopni dokazat jeho konzistenciu.

1.9 Curryho paradox

Potrebu formalneho pristupu si pekne mozeme ukézat na Curryho paradoxe. Uvazujme nasledovny vyrok: ,, Ak
je tento vyrok pravdivy, tak skusku z vypocitatelnosti nik nespravi.“ Toto je implikécia, teda vyrok ,ak A, tak
B“. Dokézeme ho priamo: predpokladédme, Ze plati A, a odvodime B.

Lenze ¢o je to A? A je ,tento vyrok®, a teda A je ,, Ak je tento vyrok pravdivy, tak skusku z vypodcitatelnosti
nik nespravi.“.

TakZe, ¢o vlastne vieme?
— plati A, lebo z toho sme vychadzali
— plati ,ak A, tak B“, lebo je to to isté ako A
— a teda podla modus ponens plati B, zbalte sa a chodte domov :-)

V ¢om je problém? Curryho paradox nam vlastne hovori niedo o tom, ako musia vyzerat bezosporné for-
malne dokazovacie systémy. Na rozdiel od prirodzenej re¢i musi v kazdom takomto systéme platit, ze ak Y je
nedokézatelné tvrdenie, tak nemoze existovat ziadne X také, Ze X je ekvivalentné X—Y.

1.10 Myslienka Godelovho dokazu

Godelov dokaz prvej vety o netplnosti je zaloZeny na jednoduchej myslienke: Zostroji tvrdenie, ktoré hovori
»som nedokizatelné*. Presnejsie, ukdze, Ze ak si ocislujeme vSetky syntakticky korektné refazce predstavujice
tvrdenia, tak nutne bude existovat také n, Ze refazec n zodpoved4 tvrdeniu ,tvrdenie ¢islo n je nedokézatené®.

Z predpokladu konzistentnosti dostaneme, Ze toto tvrdenie skuto¢ne musi byt nedokézatené. Na dokaz toho,
Ze je aj nevyvratitelné (neexistuje dokaz retazca predstavujiceho jeho negiciu), potrebujeme o trochu silnej$iu
poziadavku na nas formalny systém: w-konzistenciu.

Hovorime, Ze formalny systém je w-konzistentny, ak neexistuje refazec R s volnou premennou x taky, ze pre
kazdé n je dokdzatelny refazec R,, (ktory vznikne tak, Ze za kazdy vyskyt x dosadime retazec predstavujici
prirodzené éislo n), ale zdroven je dokdzatelny refazec dx (= (R) ).

Detailnejsi popis dokazu vid napr. http://en.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6del’%27s_second_incompleteness_
theorem#Proof_sketch_for_the_first_theorem

VoIne podla Zlatosa:

Uvazujme konkrétnu teériu T. Vsetky formuly, t.j. vyrokové formy, s najviac jednou volnou premennou si
efektivne ocislujeme; taktiez efektivne oéislujeme dokazy. Budeme pisat ¢, (x) pre formulu a A, pre dokaz.

Predpokladajme, Ze v nasej teérii mame trojmiestny predikat P(m,n, z) taky, ze ked za m, n a z dosadime
vhodné refazce, dostaneme vyrok .z je ¢islom dokazu tvrdenia, ktoré dostaneme, ak do formuly &islo n dosadime
me.

Potom retazec (3z)P (m, n, z) je formalizdciou tvrdenia ,existuje dokaz tvrdenia o, (m)“.

Ak je v naSej tedrii dokazatelné tvrdenie ¢, (m), tak je dokdzatelné aj (3z)P (m, n, z). Tvrdenie totiz ma
dokaz, ten dokaz ma svoje ¢islo, tomu éislu prislicha refazec zz, pre ktory je dokdzatelné P (m, n, zz) a odtial
aj povodna formula.

Obratena implikicia vSak plati prave len v w-konzistentnych teéridch. Problém je v tom, Ze nas dokaz
(32) P (m, n, z) nemusi byt konstruktivny. A v takom pripade potrebujeme zaruku, ze ked za¢neme (my, mimo
formélneho systému) prezerat vSetky prirodzené ¢isla a dosddzat refazce, ktoré ich predstavuju, tak casom
najdeme jeden, pre ktory to zafunguje.
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Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Intuitivny priklad, kedy w-konzistentnost a konzistentnost nie je to isté: Vieme dokézat tvrdenie ,neplati,
ze cely prvy kvadrant nekonecnej Stvorcovej siete je biely*, lenze zaroven vieme pre kazdé n dokézat, ze policko
(n,0) biele je. Vo formélnom systéme sa na to treba divat nasledovne: ni¢ zvonka ndm nezarudi, ze retazce 0, 1,
(1+1), ((1+1)+1), atd. skutoéne pokryvaji vietky moznosti. Co, ak ma ten formalny systém v nasom svete
aj iny model ako prirodzené ¢isla?

1.11 Random trivia

Rosserov trik. Vylepsend verzia Godelovho tvrdenia ktord nevyZzaduje w-bezospornost, iba obycajni bezo-
spornost tedrie. Rosserovo pravdivé ale nedokdzatelné tvrdenie je formalizaciou vyroku ,ak existuje moj dokaz
a ma cislo d, tak existuje aj dékaz mojej negicie a ma ¢islo mensie ako d“.

Churchovo pozorovanie. Pre Tubovolni tedriu obsahujicu Peanovu aritmetiku (http://en.wikipedia.
org/wiki/Peano_arithmetic) nie je mnozina dokdzatelnych tvrdeni rekurzivna.

Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy. Pre lubovolnt teériu obsahujiicu Peanovu aritmetiku plati,
7e v ramci tedrie nevieme definovat undrny predikat, ktory by bol pravdivy préave pre ¢isla tvrdeni, ktoré st
formalizaciou pravdivych tvrdeni v aritmetike prirodzenych ¢isel. Viac na http://en.wikipedia.org/wiki/
Tarski’27s_undefinability_theorem

Nasobenie treba. Pressburgerova aritmetika je Peanova aritmetika bez symbolu pre ndsobenie. (Mame
teda ako axiémy len definiciu s¢itania a matematickt indukciu.) Tato aritmetika este neumoziiuje sformulovat
Godelovo tvrdenie. A naopak, vie sa o nej, Ze je konzistentnd, Gplnd a navySe je dokdzatelnost tvrdenia v Pre-
ssburgerovej aritmetike rozhodnutelna. (Optimélny algoritmus rozhodujici dokézatelnost tvrdenia mé ¢asovi
zlozitost radovo 227", kde ¢ > 0 je konstanta a n dizka vstupného retazca.)
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