Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

1.1 VSeobecna minimalizacia
Hovorime, Ze funkcia g vznikd minimalizaciou funkcie f, ak plati:
VZ:g(T) =min{i | f(i,T) >0 A Vj<i:f(j,z)=0}

Minimalizdciu zapisujeme g = p[f].
Intuitivne, minimalizdcia zodpoved4 pouzitiu while-cyklu, v ktorom hladdme, kym nebude splnend pod-
mienka (predikat) f.

1.2 Ciastoéné funkcie

Minimalizéciou mozu z totalnych funkcii vznikat funkcie, ktoré na niektorych vstupoch nie st definované, lebo
ziadne ¢ s danou vlastnostou neexistuje. Najjednoduchsi priklad: minimalizaciou funkcie z (zero) vznika funkcia
s aritou 0, ktord je na svojom jedinom (prazdnom) vstupe nedefinovana.

Skutocnost, ze funkcia f na nejakom vstupe x nie je definovana, budeme zapisovat f(z) = L. Upozoriiujeme,
7e nejde o skuto¢ni navratovi hodnotu. Ked sa budeme zaoberat funkciami poc¢itanymi programmi, f(z) = L
bude spravidla zodpovedat situdciam, kedy vypocet funkcie f pre vstup x bezi do nekoneéna.

Znacenim f(x) # L potom naopak hovorime, Ze na vstupe x funkcia f definovana je.

1.3 Ciastocéne rekurzivne funkcie

Najmensiu triedu funkcii, ktora obsahuje zero, successora a vSetky projekcie a ktora je uzavreta na kompoziciu,
primitivnu rekurziu a (vSeobecni) minimalizdciu, voldme trieda ciastocne rekurzivnych funkcii.

Uz vieme, Ze na rozdiel od primitivne rekurzivnych funkcii tato trieda funkcii obsahuje aj nejaké ¢iastocéné
funkcie. Intuitivne, na rozdiel od for-cyklu, ktory vzdy skon¢i, moze while-cyklus obcas bezat do nekonecna a
nikdy nenajst. Nizsie si ukdZeme, Ze tato trieda funkcii zodpovedd presne triede vSetkych funkcii poéitatelnych
na Turingovych strojoch (resp. v lubovolnom inom Turing-complete programovacom jazyku).

Na to potrebujeme zddévodnit dve inklazie: Ze vSetky také funkcie do tejto triedy patria, a ze kazda funkcia
z tejto triedy ma tuto vlastnost.

1.4 Konverzia stroja na funkciu

Majme lubovolny Minského registrovy stroj M. Uz vieme (z konstrukcie, ktort sme robili pri dokaze vety o
primitivne rekurzivnej ¢asovej zloZitosti), Ze k nemu existuju primitivne rekurzivne funkcie krokys a simulugyy,
ktoré robia nasledovné:

e Funkcia krok,; pocita jeden krok vypoctu M. Vstupom tejto funkcie je kéd konfiguracie stroja M, vy-
stupom je kdd tej istej konfiguracie ak uz vypocet skonéil, resp. kéd nasledujicej ak este nie.

e Funkcia simulujy; dostane ako parametre pocet krokov a zaciatoCni konfiguraciu stroja M, odsimuluje
dany pocet krokov a vrati konfiguraciu, do ktorej sa dostal.

Pomocou tychto funkcii vieme teraz spravit primitivne rekurzivny predikat zastaneys, ktory dostane ako
parametre pocet krokov a konfiguraciu a na vystupe vrati 1 ak po zadanom pocte krokov vypoctu zacinajiuceho
v zadanej konfiguracii stroj M uz stoji. (Spustime simulujys a nasledne zistime, ¢i dalsie pouzitie krokj; zmeni
aktualnu konfiguraciu alebo nie.)

No a minimalizaciou predikatu zastaney; dostavame Ciastoéna funkciu pocetkrokov,, ktord nam k zadanej
konfiguracii povie dlzku vypoétu zacinajiiceho z nej (resp. nie je definovana, ak pre dant zaéiato¢nt konfiguraciu
vypocet nikdy neskondi).
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No a zvySok uz vieme opif dokon¢if pomocou primitivnej rekurzie. Ku kazdému registrovému stroju M
poditajucemu funkciu vieme zostrojit ¢iasto¢ne rekurzivnu funkciu pocitajucu to isté. Tato funkcia najskor
zavola pocetkrokovy; a ak sa dozvie nejaky konecny pocet krokov tak este raz zavold simulujys s dotyénym
poc¢tom krokov. Tym dostane zavereént konfiguraciu a z tej uz len precita vysledok vypoc¢tu a vrati ho ako
svoju vystupnd hodnotu.

Rozmyslite si, Ze sme dokonca dokéazali silnejsie tvrdenie: ¢okolvek, ¢o sa d4 naprogramovat v Tubovolnom
programovacom jazyku, sa d4 naprogramovat len pomocou jeho primitivne rekurzivnej ¢asti (premennych a
for-cyklov) a nanajvys jedného while-cyklu.

1.5 Konverzia funkcie na stroj

Uz sme videli priklad implementacie univerzalnej primitivne rekurzivnej funkcie. Jediné, ¢o este potrebujeme, je
doplnit do nej implementéiciu simul4cie minimalizacie. Toto je tieZ pomerne priamodiare. Jediné miesto, na ktoré
sa tu explicitne oplati upozornit, je samotnéd definicia minimalizicie. Pripometime si vzfah medzi vystupnou
funkciou g a vstupnym predikatom f:

VZ:g(T) =min{i | f(i,T) >0 A Vj<i:f(j,z)=0}

Citatel by mohol byt v pokuseni chciet tito definiciu zjednodusit a vynechatf zbytoéne vyzerajicu &ast s
premennou j. Pre¢o sme minimalizaciu nedefinovali bez nej?

Yz : g(7) = min{i | £(i,7) > 0}

Preto, Ze minimalizdciu mo6zeme pouZzit na Iubovolnt ,uZ vyrobent* funkciu, a akondhle ako f pouZzijeme
nejaku ¢iasto¢na funkciu, nastali by problémy.

Uvazujme napriklad bindrnu funkciu f takd, ze f(0,7) = L a f(1,7) = 1. Podla novej ,definicie“ by ¢(7)
malo byt 1. Problém je ale v tom, Ze toto mechanicky nevieme zistit — presnejsie, aj keby ndm niekto dal program
f, nevedeli by sme z neho vyrobit program g. TotiZz na to, aby program pre g na vstupe 7 vratil hodnotu 1,
mu nesta¢i dopoditat, ze f(1,7) = 1, potrebuje aj s istotou vediet, ze vypocet f(0,7) nikdy neskonéi — cize
rozhodnut problém zastavenia.

A to je presne pointa toho zvysku definicie. V skutoc¢nej definicii pozadujeme, aby predikat f nielen ,schvalil“
spravnu hodnotu 4, ale musi aj explicitne zamietnut vSetky mensie hodnoty prvého parametra. Len vtedy je
hodnota g naozaj definovana. Vo vyssie uvedenom priklade teda pre skuto¢nt definiciu minimalizacie dostaneme,
ze g(7) = L.

No a spravna definicia minimalizacie ndm potom prave umozni priamoc¢iaru mechanicka konstrukciu prog-
ramu pre g z programu pre f. Netreba ani len finty s paralelnym sptastanim. Ked chceme vypocitat ¢(Z), naozaj
staci len sekvencne poéitat hodnoty f(0,Z), f(1,Z), a tak dalej. Ak narazime na nejaka nedefinovant (jej vy-
pocet bezi do nekonecna), aj nds vypocet pobezi do nekonecna, ¢o je ale v stilade s definiciou. A ak nie, tak
postupne najskér explicitne zamietneme nejaké zlé hodnoty a ¢asom néjdeme najmensiu dobrt.

1.6 Rekurzivne funkcie

Ciasto¢ne rekurzivnu funkciu volame rekurzivna ak je totalna.
Takto definované rekurzivne funkcie zjavne zodpovedaju totalnym funkciam pocitatelnym programmi.
Kombinéaciou oboch vyssie uvedenych vysledkov navyse dostdvame, Ze ked takto funkciu chceme vyrobit
(postupnymi pouzitiami kompozicii, primitivnej rekurzie a minimalizicie), vieme to vzdy spravit tak, aby aj
vSetky medzivysledky boli totalne funkcie. Detaily prenechéavame ako cvicenie pre Citatela.

Ina formulécia predchadzajiaceho tvrdenia.

Hovorime, Ze minimalizacia je requldrna, ak je jej vystupom totalna funkcia, teda ak hladané minimum vzdy
existuje.

Potom modzeme povedat, Ze rekurzivne funkcie tvoria najmensiu triedu funkcii, ktord obsahuje zero, succes-
sora, projekcie a je uzavreta na kompoziciu, primitivnu rekurziu a reguldrnu minimalizaciu.
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Kapitola: Redukcie a porovnavanie zlozitosti

2.1 Zakladna terminolégia

Nech M C N. Charakteristickou funkciou mnoziny M nazveme funkciu

fu(z) =

1 +xeM
0 «x¢M

Ciastoénou charakteristickou funkciou mnoziny M nazveme funkciu

SCE

Tieto funkcie s matematické objekty. Kazd4 mnozina, bez ohladu na to, akd je zlozitd, ma aj svoju cha-
rakteristicka funkciu, aj svoju ¢iastoénu charakteristickt funkciu. (A skoro vzdy ide o dve rézne funkcie.)

My uz vieme (aspoil trochu) analyzovat zlozitost funkcii. Napriklad vieme, Ze niektoré funkcie st natolko
jednoduché, Ze sa daju poditat nejakym programom. Teraz tito terminolégiu prenesieme aj na mnoziny:

Mnozinu volame primitivne rekurzivnou, ak jej charakteristicka funkcia je primitivne rekurzivna.

Mnozinu volame rekurzivnou, ak jej charakteristickd funkcia je rekurzivna.

Mnozinu volame rekurzivne vy¢islitelnou, ak jej ¢iastoéna charakteristicka funkcia je ¢iastocne rekurzivna.

(Rovnako ako u formalnych jazykov, teda mnozin refazcov konec¢nej dlzky, aj u mnozin prirodzenych é&isel
plati, Ze na kazdi mnozinu sa mdZzeme divat ako na rozhodovaci problém. A naopak, kazdému rozhodovaciemu
problému vieme priradif mnoZzinu prirodzenych ¢isel — mnozinu kdédov instancii, pre ktoré je odpoved é&no.
Rekurzivne mnoziny zodpovedaju triede rekurzivnych jazykov. Rekurzivne vy¢islitelné mnoziny zodpovedaji
triede rekurzivne vydéislitelnych jazykov.)

2.2 Many-to-one redukcia

Hovorime, ze mnozina A je m-redukovatelnd na mnozinu B (znaéime A <,, B), ak existuje rekurzivna funkcia
f:N—>Ntakd, ze Vn e N: n€ A <= f(n) € B. Funkciu f voldme many-to-one redukciou A na B.

(Ak sa na mnoziny A a B divame ako na rozhodovacie problémy, tak funkcia f predstavuje koneény algo-
ritmus, ktory zoberie lubovolnt inStanciu problému A a prerobi ju na inStanciu problému B tak, aby odpoved
zostala nezmenena.)

Existencia many-to-one redukcie ndm v istom zmysle ukazuje, Ze problém prislusnosti do A je nanajvys taky
tazky ako problém prislusnosti do B — totiz ¢okolvek, ¢o vieme robif s inStanciami problému B, vieme vdaka
existencii f robitf aj s inStanciami problému A.

Relacia <,,, je reflexivna a tranzitivna, ur¢uje nam teda tzv. kvaziusporiadanie na mnozine oN,

Teraz mozeme definovat relaciu m-ekvivalencie: Mnoziny A a B st m-ekvivalentné (znaéime A =,, B), ak
A <, B azaroven B <,, A.
7Z reflexivnosti a tranzitivnosti <,, a zo symetrie definicie vyplyva, Ze =, je skutocne relaciou ekvivalencie.

Vznikd nam teda akasi hierarchia mnozin, a teda aj hierarchia problémov. Niekedy st dva problémy ,rov-
nako fazké“, niekedy zrejme bude jeden od druhého fazgi. O tejto hierarchii sa toho teraz budeme chciet &o
najviac dozvedief. (Ako vyzeraju triedy ekvivalencie? Je obtiaznost kazdych dvoch problémov tymto sposobom
porovnatelna?)

Prvy nadejny pohlad by mohol byt cez mohutnosti mnozin. Kazdd many-to-one redukcia je vlastne program,
ktory vzdy zastane, a programov je len spocitatelne vela.
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Lenze tu si treba dat pozor. Totiz jeden a ten isty program moze sliazit ako redukcia pre vela roznych dvojic
problémov. A dokonca méze té ista redukcia ukazovat A <,, By a zaroven A <,, Bs.

(Uvazujme napriklad ako redukciu rekurzivny predikat isprime, ktory pre kazdé prvocislo vrati 1 a pre
ostatné ¢isla vrati 0. Tato funkcia je redukciou mnoziny PRIM E na mnozinu {1}, ale zaroven je aj redukciou
mnoziny PRIME na mnozinu ODD vsetkych neparnych ¢isel.)

Ten spravny uhol pohladu je nasledovny: Majme pevne zvolent mnozinu B. Kolko méze existovat roznych
mnozin A takych, ze A <,, B? Pri redukcidch tymto smerom uZ nemoze ten isty program fungovat pre dve
rozne A. Totiz pre konkrétny program P je A jednoznacéne uréend ako mnozina tych vstupov, ktoré P zobrazi
na prvky B.

Pre kazdy rozhodovaci problém teda existuje len spocitatelne vela inych, ktoré nan vieme redukovat (t.j.
inych, ktoré st nanajvys také tazké). A tym skor je len spoéitatelne vela problémov, ktoré s nim si ekvivalentné.

To ale musi znamenat, Ze roznych tried ekvivalencie mame nespoditatelne vela.

Vsetky rekurzivne mnoziny okrem ) a N tvoria jednu triedu ekvivalencie v =,,. (Totiz ak A a B st netrividlne
rekurzivne mnoziny, uréite existuje f, ktord o vstupe zisti, ¢i patri do A a podla toho vrati bud konkrétny prvok
z B, alebo konkrétny prvok z N — B.)
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Kapitola: ZloZitost rekurzivne vycislitelnych mnozin

Vieme uz, ze pri rekurzivnej many-to-one redukcii sa nam trieda rekurzivnych mnozin rozpadne na tri triedy
ekvivalencie — {0}, {N} a trieda obsahujica vSetky netrividlne rekurzivne mnoziny. Ako je to u rekurzivne
vydislitelnych mnozin?

Zatial vieme len tolko, Ze vSetky triedy ekvivalencie relacie =,, st nanajvys spocitatelne velké, lebo pre
konkrétnu mnozinu A prichddza do tivahy len spocitatelne vela redukcii, a teda moze byt len spocitatelne vela
inych mnozin, ktoré st s nou ekvivalentné.

Na druhej strane, kazd4 rekurzivne vycislitelnd mnozina mé svoju ¢iastoénii charakteristicka funkciu a tych
je taktieZ spoditatelne vela.

Takze zatial ni¢ nestoji v ceste tomu, aby vSetky rekurzivne vy¢islitelné mnoziny, ktoré nie st rekurzivne,
boli navzidjom m-ekvivalentné, teda ,rovnako tazké“.

Je to ale skutoc¢ne tak?

3.1 Koddovanie do dcisel

Uz v cCasti http://foja.dcs.fmph.uniba.sk/tvyp/skripta/05rec.pdf sme si ukazali, ze primitivne rekur-
zivne funkcie vieme efektivne kédovat do prirodzenych ¢isel. Hociktory z uvedenych postupov vieme zovseobecnit
pre Ciastocne rekurzivne funkcie.

Z technickych pri¢in sa ndm bude viac hodit, ked si samostatne oé¢islujeme unarne déiasto¢ne rekurzivne
funkcie. V celej tejto kapitole budeme teda uvazovat jedno Iubovolné konkrétne efektivne ¢islovanie unarnych
Ciasto¢ne rekurzivnych funkcii ¢,. (Teda ¢, bude undrna ¢iastoéne rekurzivna funkcia ¢islo n.)

Rovnako, ako vieme od¢islovat unarne ¢iastoéne rekurzivne funkcie, vieme odcislovat vSetky ¢iastoéne rekur-
zivne funkcie s lubovolnou pevnou aritou. Rozmyslite si, ako oéislovat funkcie s aritou 0. Pre Iubovolnt aritu
k > 0 mozeme definovat ¢islovanie k-arnych ciastoéne rekurzivnych funkcii napr. tak, Ze si zoberieme nasu

obltibent trojicu ¢islovacich funkcii ¢, I, r a definujeme, Ze Lpn je funkcia, pre ktorta plati

Ckon(®1, .. k) = @nle(zr, c(ze, (..., c(Tp—1,2k) ...))))

Pre poriadok dodavame, ze @1, = ¢p.

Teraz moézeme definovat mnozinu W, ako definiény obor ¢,,. Formalne, W,, = {x | p,(x) # L}.

Iny pohlad na to isté: W,, je mnozina, ktorej ¢iastoéné charakteristicka funkcia je x,(z) = sgn(1 + ¢n(z)).
KedZze kazda ¢, je ¢iastocne rekurzivna, je aj kazdd x, Ciasto¢ne rekurzivna, a teda kazda W,, je rekurzivne
vydislitelna.

A naopak, pre kazda rekurzivne vy¢islitelnt mnozinu W C N je jej ¢iastoénd charakteristickd funkcia
X unarna a Ciastocne rekurzivna, a teda existuje také n, ze x = ¢,. Potom ale zjavne W,, = W. Preto po-
stupnost mnozin W,, obsahuje prave vSetky rekurzivne vydéislitelné podmnoziny N.

Pre kazdu funkciu ¢,, navyse existuje ¢iastocne rekurzivna funkcia g,, ktorda ma obor hodndt W, a navyse
plati, Ze g, je prosta a ze ak g,(x) # L, tak Vy < z: g,(y) # L. Takato funkciu g,, voldme generdtor mnoziny
W,,. My si zvolime g,, ktorej program zostrojime z programu pre ¢, nasledujicou klasickou konstrukciou:
Vypocet hodnoty g,(a) vyzera tak, Ze paralelne simulujeme vypocty ¢, na vSetkych z, a vzdy, ked niektory
z nich skonéi, zvySime si poditadlo. V okamihu, ked pocitadlo prekroéi hodnotu a, tak aktuilnu hodnotu z
vratime na vystup. Je zjavné, Ze takto zostrojend g, je ¢iastoCne rekurzivna a mé pozadované vlastnosti.

3.2 Uplné mnoziny

Vieme o niektorej rekurzivne vy¢islitelnej mnoZine povedat, Ze je najtazsia z nich vSetkych? Ak 4no, kedy?

Vtedy, ked je aspon takd fazkd, ako hociktord ind. A pre ,aspon takd fazkd* uz mame jednu formélnu
definiciu: reldciu <,,. Budeme teda hovorit, Ze rekurzivne vydcislitelnd mnozina X je upind pri many-to-one
redukcii, skratene m-uplnd, ak pre kazda rekurzivne vydcislitelnd mnozinu Y plati Y <,,, X.


http://foja.dcs.fmph.uniba.sk/tvyp/skripta/05rec.pdf
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(Pozndmka: v literatire sa m-uplné mnoziny niekedy tiez zvykna oznacovat kreativne mnoziny.)

Klasickym prikladom m-tplnej mnoziny je mnozina H ALT predstavujica problém zastavenia.

Mnozinu HALT definujeme nasledovne: HALT = {n | n € W,}. Slovne, HALT je teda mnozina tych ¢isel
¢lastocne rekurzivnych mnozin, ktoré obsahuji samé seba — inymi slovami, je to mnozina c¢isel tych unarnych
¢lastoéne rekurzivnych funkcii, ktoré st definovant pre hodnotu rovnu ich éislu.

(To isté v rec¢i programov: HALT st kédy tych programov, ktoré zastand, ak na vstupe dostand seba
samého.)

Ak teraz zoberieme lubovolnt konkrétnu trojicu éislovacich funkcii ¢,, 7, mdZzeme analogicky definovat aj
mnozinu UNIV = {c(z,y) | ¢.(y) > 0}, predstavujicu univerzilny problém: ku kazdému programu x po¢i-
tajicemu unarnu funkciu zoberieme vsetky vstupy y, pre ktoré zastane a vrati kladnt hodnotu (,akceptuje®),
kazdu tito dvojicu (z,y) bijektivne zakédujeme do éisla a vSetky tieto ¢isla tvoria mnozinu UNIV.

O mnozinach UNITV a HALT dokazeme, Ze si m-uplné. Najskor si ale uvedieme jednu technicki konstrukciu,
ktora nam zjednodusi zivot.

3.3 Veta o parametrizacii (s-m-n veta)
Veta: Pre kazdé m,n € N existuje rekurzivna (a teda totalna) funkcia s s nasledujtiicou vlastnostou: pre
lubovolny vstup a, 1, ..., %y, nam funkcia s, , vrati taky vystup b, ze plati:

vyla ey Yn t Son,b(yl, cee 7yn) = Som—&-n,a(l'ly- s Ty Y1, ,yn)

Ludskejsou re¢ou, funkcia sy, ,, transformuje programy. Na vstup jej ddme program A (zakédovany ako ¢islo
a), ktory poéita (m + n)-arnu funkciu, a tiez hodnoty prvych m vstupov pre tento program. To, ¢o ndm funkcia
Sm.n Vyrobi, je program B (zakédovany ako ¢islo b), ktory uz ma len n vstupov a robi pre ne to isté, ako A s
vstupom tvorenym zvolenymi m hodnotami a néasledne tymi n hodnotami, ktoré dostal ako vstup B.

Inymi slovami, program B vznikne z programu A tak, Ze dosadime za niekolko prvych vstupov konkrétne,
nami zvolené konstanty.

Nizsie nacrtneme, ako by implementécia takejto s,, , funkcie vyzerala v jazyku podobnom Pythonu. ZovSse-
obecnenie pre iné modely by malo byt len mechanickou zalezitostou.

Uvazujme konkrétne funkciu sg 3. Tejto funkeii bude zodpovedaf program S_2_3 ktory robi nasledovné:

e Ako vstup dostane tri ¢isla: a, c1, cs.

e 7 ¢isla a si zostroji zdrojovy kéd programu A.
BUNYV nech hlavicka hlavnej funkcie vyzera nasledovne:
def main(x1,x2,x3,x4,x5):

e Zacfneme vyrabat zdrojovy kdd programu B tak, Ze kopirujeme kdd A, az kym nenarazime na uvedent
hlavicku.

e V kéde A presko¢ime uvedend hlavicku.
e Do kédu B zapiSeme novt hlavicku def main(x3,x4,x5):.

e Na zaciatok implementacie tejto funkcie priddme jeden riadok v ktorom deklarujeme premenné x; a zs a
inicializujeme ich na hodnoty c¢; a co: x1,x2 = c1,c2

e Skopirujeme zvySok kédu A do kédu B.

e Skonvertujeme zdrojovy kéd B na ¢islo b a to vratime na vystup.

Je zjavné, ako napisat takyto program S_2_3, aj to, Ze tento program na kazdom vstupe zastane.
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3.4 Uplnost problému zastavenia

Majme lubovolnt rekurzivne vy¢isliteln mnozinu A. Aby sme dokézali Gplnost mnoziny HALT, potrebujeme
ukézat, ze A <,, HALT, teda Ze existuje rekurzivna funkcia f, ktord ,prekladd inStancie A na inStancie
HALT*.

Presnejsie, chceme ukazat, Ze existuje funkcia f, ktord kazdé a € A prelozi na ¢islo, ktoré patri do HALT,
zatial ¢o kazdé a € A prelozi na ¢islo, ktoré do HALT nepatri.

Potrebujeme teda algoritmus, ktory a € A prerobi na ¢islo unarnej ¢iastocne rekurzivnej funkcie, ktora na
svojom vstupe zastane, zatial ¢o a € A na &islo takej, ktord na svojom vstupe nezastane.

Vyjdeme z predpokladu, ze mnozina A je rekurzivne vyéislitelnd. Nech x je jej ¢iastoéné charakteristicka
funkcia. (Teda pre = € A je x(z) =1 a pre ostatné z je x(z) = L.) KedZze x je Giasto¢ne rekurzivna, existuje n
také, ze x = ¢y

Myslienka toho, ¢o chceme spravif, je jednoduché: ked do x dosadime konkrétnu hodnotu a, vypocet x
skond¢i prave vtedy, ked a € A. Bude tomu ale treba trochu doladit technické detaily — potrebujeme z x a a
vyrobif unarnu funkciu.

Ked pozndme y = ¢,, mdzeme kompoziciou s P? vyrobit funkciu yo takd, ze Va,y : x2(z,y) = x().
Vsimnime si teraz, Ze ak a € A, tak x2(a,y) je pre kazdé y rovna 1, a v opa¢nom pripade nie je x2(a,y) pre
ziadne y definovana.

Nech m je ¢islo funkcie x2, teda nech plati x2 = ¢2,,. Potom mézeme funkciu f definovat nasledovne:
f(z) = s1,1(m, z), kde s1 1 je rekurzivna funkcia z s-m-n vety.

Pre kazdé a je teda hodnota f(a) rovna ¢islu unérnej ¢iastoc¢ne rekurzivnej funkcie f,, pre ktora plati Vy :
fa(y) = x2(a,y) = x(a).

Ak teda a € A, tak f(a) je cislo funkcie, ktora vzdy zastane (a vrati 1), preto funkcia ¢y, zastane aj na
svojom vlastnom ¢éisle, odkial f(a) € HALT.

A naopak, ak a ¢ A, tak f(a) je ¢islo funkcie, ktora nikdy nezastane, preto nezastane ani na svojom vlastnom
Cisle, a teda f(a) ¢ HALT.

Tym sme dokazali, Zze pre a € A plati f(a) € HALT a pre a ¢ A plati f(a) € HALT, a teda f je naozaj
hladanou redukciou.

3.5 Uplnost mnoziny UNIV

To, Ze aj mnozina UNIV je m-Uplna, vieme teraz dokézaf uz o dost menej bolestivo: sta¢i na to ukazat ze
HALT <,, UNIV. Detaily tejto redukcie prenechdvame na citatela.

3.6 Nemoznost zuplnenia univerzalnej funkcie

Nech f je Ciasto¢ne rekurzivna funkcia. Hovorime, Ze rekurzivna funkcia g je rekurzivnym zuplnenim f, ak plati,
ze vzdy, ked je f pre nejaky vstup definovand, je pren definovand aj g a vracia rovnakia hodnotu.

Vsimnite si, ze konkrétna funkcia f moéze mat rekurzivnych ztplneni vela. Napriklad pre funkciu f(z) = L
je dokonca kazda rekurzivna funkcia jej rekurzivnym ziplnenim.

Iny priklad: uvazujme funkciu odm(z) = y/z, ktorej definiény obor je mnozina Stvorcov prirodzenych ¢isel.
Rekurzivnym ziplnenim tejto funkcie st napriklad funkcie fi(z) = [z] a fo(x) = [Vz].

Definujme teraz funkciu U(x,y) = ¢, (y). Tato funkcia U je univerzalnou funkciou pre triedu unarnych
Ciasto¢ne rekurzivnych funkcii. Vieme uZ o nej, Ze je ¢iasto¢ne rekurzivna. (Nie je na tom nié prekvapivé. U si
z Cisla ¢ zostroji program funkcie ¢, a ti nasledne simuluje na vstupe y.)

Vieme uz, ze definiény obor U je rekurzivne vy¢islitelnd, ale nie rekurzivna mnozina. To preto, Ze nevieme
rozhodnut, ¢ je funkcia ¢, na vstupe y definovand. (Definiény obor U sice nie je presne to isté ako vyssie
definovand mnozina UNIV | ale Gizko spolu stvisia. Ako by vyzerala redukcia UNIV na definiény obor U?)

Polozme si nasledujicu otazku: mé funkcia U nejaké rekurzivne zuplnenie?
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Takéto rekurzivne ziplnenie U’, ak by existovalo, by bolo celkom prakticky zaujimavé — dostali by sme
simulator Tubovolnej funkcie, ktory vzdy v koneénom ¢ase zastane a d4 ndm nejaky vystup. Samozrejme, tento
vystup bude ,nespravny“ pre tie pripady, kedy povodna funkcia nebola definovanéa, ale to ndm niekedy nemusi
prekazat.

Inymi slovami, na hodnotu U’(z,y) sa mdzeme pozerat ako na vyrok ,ak vypocet ¢, na vstupe y skonéi,
tak vrati hodnotu U'(z,y)“.

Uvazujme napriklad zndmy otvoreny problém: zistit, ¢i existuje neparne dokonalé éislo (t. j. ¢éislo, ktoré je
rovné suctu svojich delitelov). Vieme napisat program, ktory bude postupne testovat vSetky neparne ¢isla —
avsak ak ziadne neparne dokonalé ¢islo neexistuje, takyto program by bezal do nekonecna.

Ak by nejakd funkcia U’ existovala, sta¢ilo by nam opytat sa jej na vystup nasho programu a nésledne
overit, ¢i je to dokonalé ¢islo alebo nie. Mali by sme teda program, ktory nas otvoreny problém v koneénom
Case vyriesi.

Ukazeme ale, Ze nase nadeje st aj v tomto pripade mérne, a teda ze funkcia U ziadne rekurzivne zuplnenie
nema.

Sporom. Nech existuje konkrétna rekurzivna funkcia U’, ktora je ztplnenim U. PouZzijeme Standardni tech-
niku — ked U’ vie nie¢o povedat o kazdej Giasto¢ne rekurzivnej funkcii, musi vediet nieo povedat aj o sebe, a
vdaka tomu vyrobime funkciu, ktord imyselne vyrobi iny vystup ako si U’ mysli.

Volne podla Scotta Aaronsona: Ni¢ deterministické nikdy nemoze mat moZnost dokonalého sebapoznania —
keby si vedel povedat, ¢o spravis o desat sektind, mohol by si namiesto toho spravit nieco iné.

In related news, prave vychadza prva sezona seridlu FlashForward, postaveného na velmi podobnej premise:
Celé ludstvo na 137 sekiind stratilo vedomie a pocas tohto ¢asu kazdy videl svoju budicnost o pol roka. A
hlavné otéazka samozrejme je: stane sa naozaj o pol roka to, ¢o videli, alebo to prave vdaka tejto informécii
dokézu zmenit?*

Formélne, nech existuje rekurzivna funkcia U’, ktord je zuplnenim U. Uvazujme teraz funkciu f(z) =
sgn(U'(x, x)). Kedze U’ je rekurzivna, aj f je zjavne rekurzivna. A kedZe f je navySe aj unéarna, existuje n také,
ze [ = on.

A teraz uz len pocitajme: f(n) = sgn(U’'(n,n)) = sgi(p,(n)) = sgn(f(n)). (Jedind netrividlna je druhd
rovnost. T4 vyplyva z rekurzivnosti f — kedze f zastane, mus{ U’ daf rovnakd odpoved ako ¢,, na vstupe n.)

No a uz sme aj dostali spor — totiz funkcia sgn nemé pevny bod, a teda hodnoty na Tavej a pravej strane st
rozne. Preto U’ neexistuje.

Rovnako by sme vedeli dokazat, ze funkcia sgn(U(z, x)) nema rekurzivne ziplnenie.

3.7 Rekurzivne (ne)oddelitelné mnoziny

Mnoziny A a B volame rekurzivne oddelitelné, ak existuje rekurzivna mnozina C takéa, ze A C C a BCN-—C.

Intuicia: A aj B mézu byt zlozité, nemusime napr. vedief rozhodovat, ¢i = € A. To, o ndm staci, je
algoritmus, ktory vie rozliSovat medzi prvkami z A a z B. (A je ndm jedno, ako sa tento algoritmus sprava pre
vstupy, ktoré nie st ani z A, ani z B.)

Definujme mnoziny FALSE = {z | ¢,(z) =0} a TRUE = {x | p.(z) > 0}.

Tieto dve mnoziny st zjavne disjunktné a rekurzivne vydcislitelné. Nie s ale rekurzivne oddelitelné. Preco?

Sporom, nech si, nech C je rekurzivna mnozina, ktora ich oddeluje, a nech TRUE C C. Oznaéme x
charakteristickt funkciu mnoZiny C'. Lahko nahliadneme, Ze x je ztplnenim funkcie sgn(U(z, x)), ¢o je hladany
spor.

(Poucenie: hranica medzi vypoctami, ktoré skoncia a vratia odpoved ,dno* a tymi, ktoré skoncia a vratia
odpoved ,nie* je natolko zlozitd, Ze ju nevieme rekurzivne pocitat, ani za cenu toho, ze mozeme dat Iubovolni
odpoved pre kazdy nekoneény vypocet.)

1Je samozrejme jasné, ako to dopadne v seriali, kvoli dramatickému efektu — naozaj sa stane to, ¢o videli, len to bude zasadené
do necakaného kontextu. Ale filozofickd otazka je to pekna.
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3.8 Jednoduché mnoziny

V tejto Casti si zadefinujeme tzv. jednoduché mnoziny. Mnozinu volame jednoduchd, ak je rekurzivne vydéislitelna,
mé nekoneény komplement a tento komplement neobsahuje nekoneéni rekurzivne vydcislitelnit podmnozinu.

Inymi slovami, mnoZinu voldme jednoducha, ak je rekurzivne vydcislitelnd, ma nekoneény komplement a
zdrovel ma neprazdny prienik s kazdou nekonecnou rekurzivne vy¢islitelnou mnozinou.

.....

ktory vygeneruje generator g,.
Formaélne, nech f(n) = min{x | g,(x) > 2n}. Potom J = {g,(f(n)) | f(n) je definovand }.

Oplati sa vSimnat si, ze do J neddvame najmensi prvok z W,, presahujtci 2n — tento totiz nemusime vediet
najst!

Preco je tato mnozina J jednoducha?

KedZe pre kazdé n plati, ze spomedzi 2n+1 ¢isel {0,1,...,2n} obsahuje J nanajvys n, je zjavne komplement
J nekonecny.
vela). A teda nejaky takyto prvok skor ¢i neskor nas generator musi vygenerovat. No a prvy takto vygenerovany
prvok je v prieniku J a W,,.

A na zéver, J je rekurzivne vy¢islitelnd, lebo ju vieme generovat — staci paralelne pospustat vSetky generatory.

3.9 Jednoduché mnoziny nie st m-uplné

V prvom rade si v§imnime, Ze aZ také jednoduché zase nie sii. Ziadna jednoducha mnoZina neméze byt rekurzivna.
To by totiz bol rekurzivny aj jej komplement, a teda by obsahoval nekone¢nt rekurzivne vy¢isliteInit podmnozinu
— napriklad seba samého.

Na druhej strane vSak plati, Ze ziadna jednoduchd mnozina nie je m-iplna. A to aj vysvetluje ich nazov
— toto boli prvé nerekurzivne ale rekurzivne vycislitelné mnoziny, o ktorych sa vedelo, ze st jednoduchsie ako
m-iplné mnoziny.

Toto tvrdenie teraz dokdzeme. Majme Iubovolnii jednoduchtt mnozinu A. UkdZeme, Ze predpoklad jej m-
uplnosti vedie k sporu.

Uvazujme mnoziny FALSE a TRUE z predchadzajicej ¢asti. Mnozina FFALSFE je rekurzivne vydisliteln4,
preto musi platit FALSE <,, A. Nech f je rekurzivna funkcia zodpovedajtca tejto redukcii.

Funkcia f zobrazi prvky z FALSE na prvky z A, a vSetky ostatné prvky zobrazi na prvky z komplementu
A. KedZze FALSE a TRUE su disjunktné, vSetky prvky z TRUFE zobrazi f na prvky z komplementu A.

KedZe TRUE je rekurzivne vyd¢islitelnd, je rekurzivne vydéislitelnd aj B = {f(z) | x € TRUE}.

Teraz st dva mozné pripady. Ak je mnozina B nekonecnd, tak sme nasli nekone¢nt rekurzivne vycisliteln
mnozinu, ktord je podmnozinou komplementu A. A toto je spor s tym, Ze A je jednoduché.

A ak je mnozina B koneénd, tak definujme mnozinu C' = { z | f(z) € B }. Pre koneént B je C zjavne
rekurzivna a lahko nahliadneme, Ze C' separuje mnoziny FALSE a TRUE, ¢o je opit spor.
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