Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Busy Beaver

Uvazujme deterministické Turingove stroje s nasledujiicimi vlastnostami:
e pracovnd abeceda je I' = {0, 1}
e paska je obojsmerne nekonecna a na zaciatku vypoctu je na kazdom policku symbol 0
e v kazdom kroku vypoctu sa stroj musi pohnit (dolava alebo doprava)
e stavy st {0,1,...,n — 1} U{H} pre nejaké n € N
e stav 0 je zaciatocny, dosiahnutim stavu H vypocet konci

Busy Beaver problém. K danému n najst ten stroj, ktory ma n stavov, spusteny na prazdnom vstupe (samé
0) v kone¢nom ¢ase zastane a v okamihu, ked zastane, bude na paske maximalny mozny pocet znakov 1.

Busy Beaver funkcia. Funkcia B(n) uddva najvicsi dosiahnutelny pocet jednotiek pre n stavov.
(Pozndmka: Tato definicia je zjavne korektna. TotiZ pre kazdé n existuje n-stavovy stroj, ktory na prazdnom

vstupe zastane a tiez plati, Ze n-stavovych strojov je len koneéne vela — presne (4n + 4)?". Preto kazdé B(n) je
maximom nejakej koneénej neprazdnej mnoziny.)

1.1 Busy Beaver priklady

V nasledujticej tabulke je rekordér pre n = 3. Riadky st étané symboly, stipce stavy, v kazdom policku je
trojica (pisany symbol, smer pohybu hlavy, novy stav).

0 1 2
0 1,—,1 0,—,2 1,2
1|{1,—-H 1,—-,1 1+.,0

Vypocet tohto stroja mé 14 krokov. Ked zastane, na péske je 6 jednotiek. Plati teda B(3) = 6.

Je dokézané, ze B(4) = 11. Pre n = 5 mame 24'0 = 63403 380 965 376 roznych TS. Spomedzi nich sa este o
par desiatkach nevie, ¢ na prazdnom vstupe zastant alebo nie. Doterajsi rekordér vyrobi 4098 jednotiek (a
potrebuje na to priblizne 47 miliénov krokov).

A potom to uz ide z kopca. Ci presnejsie, do kopca. Pre n = 6 vyrobi najlepsi znamy TS viac ako 1
jednotiek v okamihu, ked zastane. (Tento TS bol ndjdeny v roku 2007.) Pre viiéSie n sa uz tiez vedia len nejaké
dolné odhady. Napr. pre n = 10 je B(10) > ¢(3%7), kde g(1) =3 a g(n + 1) = 39(").
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1.2 Bratranec Busy Beaver funkcie

Podobna funkcia ako B(n) je nasledujica funkcia S(n): namiesto toho, kolko najviac jednotiek vieme vyrobit
pred tym, ako zastaneme, nds bude zaujimat, kolko najviac krokov mézeme spravit.

Uvedomte si, Ze tieto dve maxim4 sa nemusia nadobidat pre ten isty TS. Napr. pre n = 3 existuje TS, ktory
sice skon¢i s menej ako 6 jednotkami, ale zato spravi az 21 krokov.

Napriek tomu ale zjavne plati nerovnost B(n) < S(n): Ak vieme, ze lubovolny n-stavovy TS, ktory zastane,
zastane po nanajvys S(n) krokoch, tak zdroveii vieme, Ze mohol vyrobit nanajvys S(n) jednotiek — v kazdom
kroku vie vyrobif najviac jednu.
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1.3 Nevypocitatelnost funkcie S

Je pomerne jasné, ze funkcia S je sice totélna, ale nie je rekurzivna. Moézeme to ukézat napr. redukciou na
problém zastavenia na prazdnom vstupe.
Keby sme vedeli algoritmicky poéitat S, vieme rozhodntf problém zastavenia na prazdnom vstupe nasle-
0 47 a néasledne odsimulujeme tolko krokov A. Ak pocas simuldcie nezastal, vieme, Ze uz nezastane nikdy.
(Problém zastavenia na prazdnom vstupe je rovnako fazky ako vSeobecny problém zastavenia, kazdu in-
stanciu (TS,vstup) problému zastavenia vieme prerobit na TS, ktory na prazdnu pasku najskor zapiSe prislusny
vstup a potom na 1iom robi to isté, ¢o povodny TS.)

Tu mozeme urobit eSte jedno zaujimavé pozorovanie: S nutne rastie rychlejsie ako akdkolvek vypocitatena
funkcia. Keby sme totiz vedeli vypocitat hocijakl funkciu, ktora rastie aspon tak rychlo ako S, vedeli by sme
ju pouzit na konstrukciu z predchadzajtcich odsekov.

Uz Ackermannova funkcia rastla neuveritelne rychlo, rychlejsie ako vSetky primitivne rekurzivne funkcie, a uz
u primitivne rekurzivnych funkcii sme stretli neuveritelne rychlo rastice funkcie. Funkcia S rastie neporovnatelne
rychlejsie ako vSetky z nich.

1.4 Nevypocitatelnost funkcie B

Sporom. Predpokladajme, Ze existuje TS Bobor, ktory pocita B(n) — ked ho spustime na péske s n jednotkami,
prerobi ju na pasku s B(n) jednotkami a zastane.

(Problém bude samozrejme v tom, ze TS Bobor mé nejaky konkrétny pocet stavov x, a zdroveli mé vediet
pocitat funkciu B aj pre vstupy omnoho vécsie ako x.)

Dalej v nasom dokaze uvazujme dva zjavne existujice TS: Pridajl, ktory ide dolava kjm nenéjde nulu, a
ta prepiSe na jednotku, a Dvakrat, ktory ak dostane na vstupe pasku s n jednotkami (v rade vedla seba) tak
ju prerobi na pasku s 2n jednotkami (tiez v rade vedla seba).

Oznacme a celkovy pocet stavov tychto troch TS. Teraz vyrobime TS Pruser s 2a stavmi. Tento TS najskor
pomocou a stavov vyrobi a jednotiek na paske, potom zavold Dvakrat, potom Bobor a nakoniec Pridajl.

Zjavne tento stroj v kone¢nom ¢ase zastane a vyrobi na paske B(2a)+1 jednotiek, ¢o je spor — lebo 2a-stavovy
TS ich nemoze vyrobif viac ako B(2a).
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