Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Vydcislitelné Cisla

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vy¢islitelnymi éislami, t. j. redlnymi ¢islami, ktoré vieme algoritmicky urcit
s Tubovolnou presnostou.

Uvedieme dva ekvivalentné spdsoby, ako tieto ¢isla definovat.

Intuitivna definicia. Takto povodne vycislitelné ¢isla definoval Alan Turing:

Nezaporné reédlne ¢islo x volame vydislitelné, ak existuje program poditajuci nasledujicu funkciu f:

f,(n)—{m «~n=20

n-t4 desatinnd cifra z <+ n >0

Moderna definicia. Takto sa zvyknt vydislitelné ¢isla definovat v stcasnosti:
Nezaporné realne ¢islo x volame vydcislitelné, ak existuje program podcitajuci funkciu f, s nasledujicou
vlastnostou:
fo(n) —1 fa(n) +1

S ———
n n

Vn>1:

A pre poriadok, komplexné ¢islo a + bi volame vyd¢islitelné, ak st vyéislitelné aj ¢islo |al, aj ¢islo |b|.
Teda volne povedané, vycislitené ¢isla su tie, ktoré vieme algoritmicky vypocitat s Tubovolnou presnostou,
na Iubovolne velky podet desatinnych miest.

Teda napr. ak chceme ukazat, Ze ¢islo m ~ 3.1415926 je vycislitelné, potrebujeme ukézat, Ze existuje program,
ktory pre vstup n vypiSe na vystup n-ta cifru 7. Teda pre vstup 0 by mal vypisat 3, pre vstup 1 vypisat 1, pre
vstup 2 vypisat 4, atd. (Takéto programy pre 7 skuto¢ne existujt, vid napr. http://en.wikipedia.org/wiki/
Computing_%CF%80.)

1.1 Ktoré cisla s vydcislitelné?
e Zjavne Tubovolné racionélne ¢islo je vydcislitelné.
e Vsetkych moznych programov je len spocitatelne vela, preto aj vydcislitelnych ¢isel je len spocitatelne vela.

o Cisla, ktoré vieme dostat ako korene polynémov s celo¢iselnymi koeficientami, voldme algebraické. D4 sa
dokézat, ze vSetky algebraické ¢isla st vycislitené.

Priklady algebraickych ¢isel: 47, —5/3, v/2, v/7/5, \/4 + /7, zlaty rez: ¢ = (1++/5)/2, vietky komplexné
odmocniny z 1, vietky vzdialenosti zostrojitelné z tisecky dizky 1 pomocou kruzidla a linearu. ..

Pre zaujimavost, algebraické ¢isla tvoria pole, teda st uzavreté na bezné aritmetické operacie. NavySe
plati, Ze korene ITubovolného polynému, ktorého koeficienty st algebraické, su tiez algebraické.

e Cisla, ktoré nie st algebraické, volame transcendentné. Zndme transcendentné ¢isla st napriklad 7 (pomer
obsahu a obvodu kruhu) a e (konstanta pre ktora je exponencidla rovna svojej derivacii).

Niektoré transcendentné éisla (vratane 7 a e) sa tiez vycislitelné. Ale samozrejme vSetkych transcendent-
nych ¢isel je nespocitatelne vela, takZe skoro Ziadne z nich vy¢islitelné nie je.

1.2 Konstruktivizmus v matematike

Preco st vydislitelné ¢isla zaujimavé?

Jednym z takpovediac filozofickych smerov v matematike je konstruktivizmus. Zastupcovia tohto smeru maja
za ciel budovat ,,ti matematiku, ktora by ¢o najpresnejSie zodpovedala ndSmu svetu“. Aj v rdmci samotného
konstruktivizmu samozrejme existuje dalsie delenie, ale zakladnou spolo¢nou ¢rtou je, Ze konstruktivisti pripustia
existenciu objektu len vtedy, ak ho naozaj vieme zostrojit. (Nestaci teda napr. vychédzat z jeho neexistencie a
dospiet k sporu.)


http://en.wikipedia.org/wiki/Computing_%CF%80
http://en.wikipedia.org/wiki/Computing_%CF%80
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Z pohladu niektorych konstruktivistov st problematické uz aj veci ako nespocitatelne velké nekonecno a
konkrétne aj mnozina realnych ¢isel. Jediné nekonecno, ktoré sa podla nich vyskytuje vo svete okolo nés, je
nekonecéno spoditatelné, a aj to len v podobe nekonecna potencidlneho — teda nie ako niedo, ¢oho je nekonecne
vela, ale len ako moznost ist dalej, ndjst este viicsie ¢islo, njst este presnejsiu aproximéciu, a pod.

A préve vydislitelné ¢isla st z pohladu mnohych konstruktivistov tou hranicou, tym najzlozitejsim, ¢o este
zodpoveda skutoénému svetu.

1.3 Table-maker’s dilemma

Linka so stru¢nym vysvetlenim, aky technicky problém mala pévodna Turingova definicia.
http://en.wikipedia.org/wiki/Table-maker’27s_dilemma#The_table-maker.27s_dilemma

1.4 Chaitinova , konstanta*

Rovnako ako vlastne vSade v matematike, aj pri vyéislitelnych éislach sa stretdme so skutocnostou, Ze mnozina
toho, ¢o vieme popisat, definovaft, je ostro vicsia ako mnozina toho, ¢o vieme dokdzat, vypocitat, o om vieme
uvazovat.

Existuja teda reélne ¢isla, ktoré sice vieme definovat, ale nie st vycislitelné.

Prikladom takéhoto ¢isla je Chaitinova ,konstanta“. Jej definicia je postavend na probléme zastavenia, a
tvodzovky sme pouzili preto, Ze presnd hodnota tohto ¢isla zavisi od pouzitého modelu vypocitatelnosti.

Definovat ju mozeme napriklad nasledovne:

Uvazujme nejaky konkrétny model vypocitatelnosti (napr. Turingove stroje) a zvolme si nejaké prefix-free
kédovanie programov do abecedy {0, 1}.

(Prefix-free znamend, Ze ziaden kéd programu nesmie byt prefixom iného kédu programu. Toto je technicka
zélezitost, ktorej vyznam bude o chvilu zrejmy. Dodajme eSte, Ze ide o celkom prirodzent syntaktickii pozia-
davku. Napr. vSetky Pascalovské programy kondia sekvenciou end., ktord sa nesmie vyskytnif inde ako na
konci — preto ked vezmeme ASCII kédy programov ako postupnosti bitov, dostaneme prefix-free kdd.)

Pozrime sa teraz na to, ¢o nase programy robia na prazdnom vstupe (resp. ak uvazujeme programy pocitajice
¢iastoéné funkcie, ¢o robia pre vstup 0). Niektoré z nich zastant, niektoré nie. Nech Z je mnozina kédov tych
programov, ktoré zastand.

Chaitinova konstanta 2 pre tento model a toto kédovanie je definovana nasledovne:

Q=Y 2k

2€EZ

KedZe kédovanie, ktoré sme pouzili, je prefix-free, z Kraftovej-McMillanovej nerovnosti vyplyva, ze 2 € [0, 1].
Toto ¢islo zjavne nemoze byt vycislitelné, lebo keby sme mali algoritmus, ktory vie vypoditat Tubovolnu jeho
cifru, vedeli by sme v dotyénom modeli rozhodnit problém zastavenia.

Za povsimnutie eSte stoji nasledujice pozorovanie. VSetky syntakticky korektné kédy programov si mézeme
predstavit ako jeden obrovsky bindrny strom (rovnako, ako sa zndzornuju prefix-free kédy v kédovani). Teraz
si mozeme predstavit, Ze ideme ndhodne vygenerovat program nasledovne: Zacneme v koreni stromu a dokola
opakujeme: hodime si mincou a podla vysledku sa pohneme do Tavého alebo pravého syna. Tento proces skonéi
vo chvili, ked uz zelany pohyb nevieme vykonat. (Bud preto, ze sme prave zostrojili korektny program, alebo
preto, zZe sme vyrobili refazec, ktory uz uréite nie je prefixom ziadneho korektného programu.)

Chaitinova konstanta 2 uddva pravdepodobnost toho, Ze tymto procesom dostaneme syntakticky korektny
program, ktory navyse na prazdnom vstupe zastane.

Populérne sa toto pozorovanie niekedy formuluje: ,, Chaitinova konstanta je pravdepodobnost, Zze ndhodne
zvoleny program zastane.“ (Viete uviest asponi jednu vyznamna vyhradu voéi tejto zjednodusenej formulécii?)
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