Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Nie-primitivna rekurzia

Z minula nam zostala nezodpovedand otazka: existuje totalna funkcia, ktort by sme povazovali za algoritmicky
vypoditateln, ale pritom by nebola primitivne rekurzivna?

A tiez je tu s tym stvisiaca podotazka: existuje program s while-cyklami a/lebo vSeobecnou rekurziou, ktory
bude poditat totalnu funkciu ktord nebude primitivne rekurzivna?

Co uZ vieme povedat? Veta o primitivne rekurzivnej ¢asovej zloZitosti ndm hovori, Ze ak aj taka funkcia
existuje, bude sa pocitat velmi, velmi, velmi zloZito.

1.1 Ackermann

Najskor sa k odpovedi na otazku zo zaciatku kapitoly prepracujeme cestou, ktorou bola tato otdzka zodpovedana
prvykrat — v dobe, kedy o programoch v dnesnej podobe nebolo ani chyru, ani slychu.

Vieme uz, ze vieme spravit hovadsky rychlo rasttce primitivne rekurzivne funkcie: zo successora sme nas-
kladali s¢itanie, zo s¢itania nésobenie, z nisobenia vieme naskladat mocninové veze, a tie uz rastt hovadsky
rychlo. A komu nestaci, nech zoberie tie a spravi eSte jeden krok.

Dostévame tak obrovski rychlost rastu, Ze je prirodzend otézka: existuje lubovolne rychlo rastiica primitivne
rekurzivna funkcia? Ak by existovala, bolo by to vynikajice — z vety o primitivne rekurzivnej Casovej zloZitosti
by zjavne plynulo, Ze kazda totalna funkcia pocitand Iubovolnym algoritmom je primitivne rekurzivna.

Ale ako sa vravi v nasich konéinach: hovno, hovno, zlaté rybka.

Zacneme prikladom jednej funkcie, ktora:

e je velmi jednoducho definovatelna

e na zaklade definicie je algoritmicky vypocitatena

e rastie rychlejsie ako hociktora primitivne rekurzivna funkcia

Ackermannova fcia 2 parametrov:

Nejaké Specidlne pripady:

A(0,n)=n—+1
A(l,n) =n+2
A(2,n) =2n+3
A(3,n) =2""3 — 3

Konkrétne teda )
A(4,2) =227 —3=22" 3963536 _ 3.9 1019728

Inymi slovami, A(4,2) ma asi dvadsattisic cifier.

Zakladna myslienka definicie je, Zze tato funkcia v principe zodpoveda nasej postupnosti ,Coraz viac rasti-
cich funkcii“ — A(0,n) je analégiou successora, A(1,n) s¢itania, A(2,n) nisobenia, A(3,n) umocnenia, A(4,n)
mocninovej veze, atd.
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Vypo¢itatelnost

Intuitivne, priamodiary postup vyhodnocovania je koneény, lebo na vypocet A(nieco, nie¢o) potrebujeme vypo-
¢itat A(to isté, menej) a nasledne A(menej, whatever).

Pre nés je uz predstava rekurzivneho programu prirodzend, za ,starych ¢ias“ museli ndjst nejaky postup
bez rekurzie ako ju vyhodnocovat a museli o fiom dokazaf, Ze je kone¢ny. Zafunguje napr. postup: ,,Udrzuj si
zoznam hodnét, ktoré si uz vypocital, a zoznam hodnét, ktoré vypocitat chees. V kazdom kole prejdi zoznam
hodnot, ktoré chees vypoditat. Kazda, ktora uz vies, z neho vyhod, a ku kazdej, ktort nevies, pridaj do zoznamu
jej prerekvizitu.“

Nie primitivna rekurzivnost

Plati: nech f : N¥ — N je primitivne rekurzivna funkcia. Potom existuje konstanta Qs taka, ze

Yai,...,ar: flai,...,ax) <A(Qf7zai)

Specialne teda aj pre unarne funkcie: ku kazdej unarnej primitivne rekurzivnej funkcii f existuje konstanta
Qy takd, ze Vo : f(z) < A(Qy,x).

Pre dokaz to nie je podstatné, ale konstantu @ vieme k danej primitivne rekurzivnej funkcii konstruktivne
urcit podla jej ,receptu®. Na formélny dokaz bude linka na stranke.

Co nam toto tvrdenie hovori? Ze k Iubovolnej primitivne rekurzivnej funkcii f existuje v Ackermannovej
funkcii ,,riadok“, ktory je od f ostro vacsi.

Predpokladajme sporom, %e A(m,n) je primitivne rekurzivna. Potom je primitivne rekurzivna aj B(x) =
A(z,z) + 1. A kedZe B je primitivne rekurzivna, existuje také Qp, ze Vo : B(z) < A(@p, x).

A ked pre vSetky z, tak aj pre z = Qp. Musi teda platit B(Qp) < A(Qp,Q5). LenZe z definicie B je
B(Qp) = A(Qp,Qp) + 1, a teda dand nerovnost neplati. A to je hladany spor.

(Myslienka dokazu: A(m,n) rastie rychlejsie ako hociktord primitivne rekurzivna funkcia. Keby sama bola
primitivne rekurzivna, musela by rast rychlejSie sama od seba, a to sa ned4.)

1.2 Kédovanie primitivne rekurzivnych funkcii

Kazda primitivne rekurzivnu funkciu vieme zapisat ako refazec nad konecnou abecedou, napr. s¢itanie ako
PR[P(1,1),Comp[S,P(3,1)]1]. A takyto refazec Tahko zakédujeme do ¢isla (napr. jednotlivé znaky interpretu-
jeme ako cifry vo vhodnej baze).

Napr. keby sme zobrali ASCII kédovanie a interpretovali zapisy ako ¢isla v 256-kovej stistave, vyssie uvedeny
zapis s¢itania by zodpovedal ¢islu

504 187519039233 506 125 110 627 154 402 584 544 263 683 536 271 492 865 373

Alternativne, ku kazdej primitivne rekurzivnej funkcii existuje aspon jeden recept, a kazdému receptu vieme
priradif postupnost ¢isel — napr. tak, Ze kazdy krok popiseme postupnostou &isel a tieto potom zrefazime.

Ako popisat jednotlivé mozné kroky? Successora zapiseme ako (1), zero ako (2), projekciu Pn, k) ako (3,7, k),
kompoziciu funkcii s ¢islami a a by, ...,b, ako (4,n + 1,a,b1,...,b,) a primitivnu rekurziu funkcii s éislami a
a b ako (5,a,b).

Pre séitanie vieme spravif napr. nasledujuci recept:

fo=P}

fi=s

fo=P

f3 = Complfi, fo]
fa = PRJ0, 3]

Tomuto receptu by sme priradili postupnost (3,1,1,1,3,3,1,4,2,1,2,5,0, 3).
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No a taktto postupnost vieme zakédovat do prirodzeného éisla. Ak pouzijeme kédovanie do mocnin prvodisel,

dostavame hodnotu:
20 789 288 505 826 750 568 721 059 950 644 171 480

Ak by sme namiesto toho pouzili opakovane parovaciu funkciu s(c(z,y)) (vid cvicenie 4.6), dostaneme

hodnotu:
279228304593 168697084 ... (6060 cifier chyba)... 715629 865406 059 540

Préve sme popisali tri rézne sposoby ako Tubovolnej primitivne rekurzivnej funkcii priradit prirodzené ¢islo,
z ktorého ju vieme spif zostrojif. Pre platnost vysledkov v nasledujticej casti je plne jedno, ktoré z tychto
kédovani do ¢isel pouzijeme.

1.3 Univerzalna primitivne rekurzivna funkcia

Ku kazdému prirodzenému ¢islu n priradme primitivne rekurzivnu funkciu f,, nasledovne: ak je n platnym
kédom (v nejakom pevnom, nami zvolenom kédovani) nejakej undrnej primitivne rekurzivnej funkcie, tak f,, je
tato funkcia, inak je f, identicky rovna nule.

Funkcia ®(n,x) = f,(x) je algoritmicky vypocitatelnd. (Vid program na webe.) Stadi si z éisla n zostrojit
predpis funkcie a ten postupne rekurzivne vyhodnocovat.

Funkcia ® vSak nemdze byt primitivne rekurzivna — lebo g(n) = ®(n,n) + 1 by bola tiez. Lenze ked je
¢ primitivne rekurzivna, mé nejaké €islo y, teda g = f,,. Potom ale g(y) = ®(y,y) +1 = f,(y) +1 =g(y) + 1.

Funkciu ®(n, z) volame univerzélna funkcia pre unarne primitivne rekurzivne funkcie.
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