Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Primitivna rekurzia

1.1 Motivacia

Matematickych funkcii je nespocitatelne vela. Dokonca uz unarnych funkcii na N je nespocitatelne vela. (Lahky
nikde takéto funkcie nestretneme, lebo ich nevieme nijak rozumne popisat. (Koneénych popisov je nutne len
spoCitatelne vela.) Istd zaujimavost zacina az u funkcii, ktoré aspoii vieme exaktne definovat.

Samotné definicia vSak este nemusi byt vSetko. Uvazujme napriklad funkciu:

1 < v desatinnom rozvoji 7 sa niekde nachadza = pétiek za sebou
0 <+ inak

fives(x) = {

Toto je sice exaktnd definicia, jasne popisujuca prave jednu funkciu — je ndm ale nani¢. Nehovori nadm v
podstate ni¢ o tom, ako tuto funkciu vypocitat. Je dokonca otvoreny problém ¢i je funkcia fives identicky rovna
jednej.

Vsimnite si tiez rozdiel medzi ,,(na zéklade definicie) nevieme funkciu vyhodnotit* a ,neexistuje algoritmus
ktory by tato funkciu vyhodnocoval“. To prvé je v tomto pripade (aspoii zatial) pravda, to druhé vsak nie.
Totiz urcite existuje trividlny program, ktory funkciu fives rata. My len nevieme, ¢i je to program:

return 1;
alebo jeden z programov tvaru:
if (vstup < K) then return 1 else return O;

Pekné funkcie by teda boli také, u ktorych je definicia priamo ,navodom* na ich pocitanie.

Ako takéto definicie robit systematicky? Pre tvod: Ako ich robif systematicky pre funkcie na N7

Pekn4 funkcia je napriklad f(z,y) = 2¥. Ako to vyzerd, ked ju vyhodnocujeme? Hodnotu z¥ dostaneme tak,
ze zoberieme 1ku a y-krat ju vynasobime hodnotou x.

Co znamené ,,vynasobime hodnotu a hodnotou b“? Zoberieme nulu a b-krat k nej pripo¢itame a.

A ¢o znamené ,pripoc¢itame®?

Takto sa mdzeme na zlozité procesy vyhodnocovania funkcii divat ako na vela malych, jednoduchych krokov.
Otézka znie, kde uz sme nuteni prestat, ¢o sa uz neda dalej zjednodusit?

Taktiez nds tento priklad moZe inspirovat k volbe néstroja na velmi jednoduchy popis mnohych funkeii:
rekurziu. Napr. ,,x umocnené na y“ modzeme definovat pomocou predpisu ,,z umocnené na n+1“ je ,x umocnené
na n* krat x. (Plus samozrejme potrebujeme zaciatoéné podmienky, v tomto pripade: , & umocnené na 0% je 1.)

1.2 Konvencie

Pred samotnou definiciou jednej konkrétnej triedy takto popisatelnych funkcii si eSte pripomenieme nejaké
skutoc¢nosti a zadefinujeme nejaké nové znacenie.

Ako vsade na tomto predmete, tak aj tu nulu povazujeme za prirodzené ¢islo: 0 € N.

Kedze pri konstrukcidch v tejto kapitole ¢asto silno zédlezi na arite pouzitych funkcii (teda pocte vstupov,
ktoré maji), zavedieme si pre aritu funkcii $pecidlne znacenie: horny index v obdl#nicku. Napr. f bude teda
oznacovat funkciu f, o ktorej Citatela explicitne informujeme, Ze ma tri vstupy (je ternarna).

0 v7s

Aby bolo pre ¢itatela jednoduchsie rozlisit, kedy sa pri rovnosti objektov jedna o rovnost ¢isel a kedy o
rovnost celych funkcii, budeme pre rovnost funkcii pouzivat symbol =. (Na funkciu sa mozeme divat ako na
mnozinu dvojic (vstup, vystup); znacenie = je potom rovnost takychto mnozin.)

1.3 Definicia

Trieda PREC primitivne rekurzivnych funkcii je definovana nasledovne:
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1. Nuldrna funkcia z takd, Ze z() = 0, je v PREC.

(Formalnejsie: z je funkcia s 0 vstupmi a 1 vystupom, ktory je rovny nule.)

2. Unérna funkcia s definované predpisom Vz : s(z) = « + 1 je v PREC.

Tato funkciu voldme nasledovnik (successor).
3. Pre kazdé 1 < k < n je v PREC n-arna funkcia proj,, ; definovand Vry,...,x, : Ppi(z1,.. . 2n) = 2.

Tieto funkcie volame projekcie. Specialne funkciu proj, j, volame ,k-ta projekcia z n‘.

4. Ak g7 f, ey f € PREC, tak aj h™ € PREC, kde h je funkcia dané nasledujiicim predpisom:

Var, .o Zm s h(@1,.o xm) =g iz, @m), ooy (@1, Tm) ).

Hovorime, Ze h vznikd kompoziciou povodnych funkeii. Zapisujeme to h = COMP|g, f1,..., fx]. Tento
zapis mozeme tiez podrobnejsie ¢itat nasledovne: ,Funkcia h sa pocita tak, ze do funkcie g dosadime
vystupy funkcii fi,..., fg.“

(Vsimnite si, Zze g uvddzame ako prvé, hoci sa pocita posledné. Tento zdanlivo nelogicky sposob zapisu
bude mat svoj zmysel, ked budeme niekedy neskor primitivne rekurzivne funkcie kédovat do ¢isel.)

5. Ak f, g € PRrEC, tak aj Rt ¢ PRrEC, kde h je funkcia definovana nasledovne:

Vay, ..., xg :h(0,21, ... xk) = f(x1,..., %)
Yn, 1, ...,z ch(n+ 1,2y, .., 28) = g( h(n, 1, ... 2k), My T1,. .., Tk )

Hovorime, Ze h vznika z f a g primitivnou rekurziou. Zapisujeme to h = PR[f, g].

Funkcia f ndm popisuje, ako poéitat zdkladny pripad rekurzie (funkéntt hodnotu v nule) a funkcia g zase
ako pocitat posledny krok rekurzie (funkéntt hodnotu v n + 1 z funkénej hodnoty pre n, éisla n a hodnot
ostatnych parametrov).

6. V PREC nie st Ziadne iné funkcie.

Ekvivalentne, PREC je najmensia trieda funkcii, ktora obsahuje funkcie z bodov 1-3 a je uzavretd vzhladom
na kompoziciu a na primitivnu rekurziu.

Vsetky funkcie v PREC st totélne.

Dokaz spravime strukturdlnou indukciou podla definicie. Jediné netrividlne miesto je pouZzitie primitivne;j
rekurzie. Tam si ale mozeme v8$imnut, Ze hodnota prvého parametra odovzdévaného funkcii h pri kazdom kroku
klesd, preto nas vypocet urcite skonéi po vyhodnoteni h pre koneéne vela vstupov. No a to znamend len konecne
vela volani funkcii f a g, a o tych z indukéného predpokladu vieme, Ze vSetky skoncia.

Pre neformalistov

Operacia kompozicie je vlastne nase Standardné skladanie funkcii, az na to, ze tu mame prisne obmedzené arity
funkcii, ktoré vieme skladat. Neskor si ale ukdzeme, Ze trieda PREC je uzavreta na kompoziciu aj v zmysle, na
ktory sme zvyknuti z beznej matematiky.

(Aj) na toto budu sluzit prave projekcie. Pomocou nich si budeme vediet upravovat to, aké parametre bert
funkcie, s ktorymi pracujeme.

Na primitivnu rekurziu sa ekvivalentne d4 divat ako na jednoduchy for-cyklus s pevnym poctom iteracii.
Funkciu h, ktord vznikne primitivnou rekurziou z f a g, si moézeme ekvivalentne predstavit ako funkciu poéitant
nasledovnym programom:

def h(y, x1, ..., xk):
tmp = £(x1, ..., xk)
for i =0 .. y-1:
tmp = g(tmp, i, x1, ..., xk)
return tmp

Funkcia f teda predstavuje inicializaciu a funkcia g vypocet jednej iteracie cyklu.
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Pre formalistov

Pre zarytjch formalistov tu mame poznadmku k nuldrnym funkcidm: Forméalne si méZeme N* definovat ako
mnozinu vietkych k-tic prirodzenych é&isel. Specialne teda N° nie je prazdna mnozina — je to mnozina obsahujtica
vsetky O-tice prirodzenych ¢isel. Teda mnozZina obsahujica jeden prvok: prazdnu 0-ticu prirodzenych éisel. Ak
si t oznac¢ime napr. symbolom ¢, tak je N0 = {e}.

Nularne funkcie, ako napr. funkcia 2 (zero), stt potom priamod¢iaro funkcie z N° do N; konkrétne funkcia z
vstupu € priradi vystup 0.

Toto nas vSak nijak extra netrapi, na tento level formalizmu sa nepotrebujeme zniZit. Spokojne mozeme s
nuldrnymi funkciami pracovat ako s funkciami, ktoré nemaja ziadne vstupy a vracaju konstantu.

Pri definicii kompozicie sme pre lepsiu CGitatelnost vynechali jeden technicky detail: pozadujeme k > 0.
Funkcia g, ktord pocita posledny krok vypoctu novej funkcie h, musi mat aspon jeden vstup, aby existovala
aspon funkcia f; a tym aby bola jednoznacne urcend arita funkcie h, ktord vyrobime.

Na COMP a PR sa mozeme divat ako na funkcionaly — teda funkcie, ktoré dostédvaji na vstupe funkcie a
na vystupe tiez vracaju funkciu. To, Ze pre ich aplikiciu pouzivame hranaté zatvorky namiesto obyc¢ajnych ma
rovnaky dovod ako zavedenie znacenia =.

A este vés ubezpedéime, ze bolo v poriadku pisat z@, s a projk, len sme to vzhladom na kontext nepova-
zovali za potrebné.

1.4 Budovanie zakladnych primitivne rekurzivnych funkcii

V tejto kapitole budeme spolu postupne objavovat, aké vSetky funkcie musia byf primitivne rekurzivne. V
priebehu kapitoly si postupne dokédZeme aj niekolko tvrdeni, ktoré nadm umoznia pohodlnejsie vyrabat nové
primitivne rekurzivne funkcie.

1.4.1 Konstanty s aritou nula

Kons$tanty, presnejsie nularne funkcie, vieme vyrobif postupnou kompoziciou vela successorov a nuly. Formélne
mozeme napriklad funkciu jO taki, ze j() = 1, vyrobit nasledovne: j = COMP]s, z]. (Slovne: j vznika kompo-
ziciou, pri ktorej do funkcie s dosadime funkciu z.)

1.4.2 Unarna nula a ostatné konstanty s aritou 1

Unérna nula z; je funkcia, ktort si neforméalne vieme definovat nasledovnym rekurzivnym vzfahom: na vstupe
0 vracia 0, a pre kazdé n plati, ze na vstupe n + 1 vracia to isté ako na vstupe n.

My si teraz chceme takito funkciu ,vyrobit“ pomocou primitivnej rekurzie. Jej ,,pseudokéd” by teda vyzeral
nasledovne:

def z1(y):
tmp = £z1()
for i =0 .. y-1:
tmp = fgl(tmp, i)
return tmp

Na vyrobu unarnej funkcie z; teda potrebujeme funkciu le@ vracajucu nulu a funkciu gz] vracajucu svoj
prvy parameter. Takéto funkcie uz mame: s to funkcie 2 a proj, ;. Plati teda 21 = PR[z,pmjm].

Ostatné unarne konstanty dostaneme postupnou kompoziciou successorov a unarnej nuly.



Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

1.4.3 Konstanty vyssej arity
Konstantné nuly s vy$Sou aritou sa d& vyrobit viacerymi sposobmi, napriklad:

e Rovnako, ako sme vyrobili 21 zo z, vieme nasledne vyrobit dalSou primitivnou rekurziou binidrnu nulu 2o
ako PR|[z1, projs 1], a tak dalej.

e Vieme priamo vyrobit k-arnu nulu (pre k£ > 1) primitivnou rekurziou zo z; a proj, 1,1

e Ide to aj bez dalsieho pouzitia primitivnej rekurzie: na vyrobu zj, stac¢i kompoziciou do 21 dosadit projy, ;.

Iné konstanty s vySSou aritou opitf dostaneme postupnou kompoziciou successorov a nuly spravnej arity.

1.4.4 Identita

Identitu mame samozrejme v nasej mnozine projekcii, je to i = projy ;.

1.4.5 Séitanie

Intuitivne: séitanie moéZzeme definovat nasledovne:

add(0,y) =y
add(x + 1,y) = add(x,y) + 1

Podla tejto intuitivnej definicie vyrobime formdlnu, pomocou operacie primitivnej rekurzie. Na jej pouzitie
potrebujem mat dve funkcie: fadd a gadd. Funkcia fadd popisujlica zdkladny pripad mé v nasom pripade pre
[ubovolny vstup y vréatit vystup y, je to teda identita.

Funkcia gadd, ktora pocita rekurzivny krok, dostane vstupy add(x,y), z a y a mé vratit vystup add(z,y)+1.
Teda ide o funkciu g(u, v, w) = u+ 1. Takdto funkcia je zjavne primitivne rekurzivna, lebo vznikd kompoziciou,
pri ktorej do s dosadime projg ;.

Formélne teda add = PR[proj, 1, COMP]s, proj 1]].

1.4.6 Nasobenie

Intuitivne: nasobenie mdézeme definovat nasledovne:

mul(0,y) =0
mul(x + 1,y) = mul(z,y) +vy

Formélne teda mul = PR[z1, COMP[add, projs 1, projs 3]|-

Ina definicia nasobenia

Kedze scitanie je komutativne, fungovalo by aj nasledovné: mul = PR[z1, COMP[add, projs 3, projs 1]]-

Pri tejto prilezitosti upozoriiujeme, Ze ako v kazdom inom programovacom jazyku, aj tu plati, Ze moze (a
dokonca vzdy bude) existovat viacero syntakticky roznych programov, ktoré pocitaju ti istl funkeiu. V nasom
priklade je touto funkciou (v matematickom slova zmysle) nésobenie a rozne programy su vlastne rozne spdsoby,
ako ,poskladat® tuto funkciu dohodnutym spésobom z dohodnutych ,stavebnych kametov*.

1.4.7 Mocniny, tetracia a dalej

Pomocou séitania sme prave definovali nasobenie. Pomocou opakovaného nésobenia teraz moézeme rovnako
definovat dalsim pouZitim primitivnej rekurzie umoctiovanie: x umocnené na nultt je 1, a z umocnené na n + 1
je st¢inom x umocneného na n a obycajného x.

Pomocou umocnenia mozeme dalej definovat mocninové veze (tetrdciu): mocninovad veza so zdkladom x
vysky 0 je 1, a mocninova veza vysky n + 1 je z umocnené na mocninovia vezu vysky n.
Tetréicia rastie veelku rychlo. Napriklad by ste ju asi nechceli mat v casovej zlozitosti: uz program, ktory

4
spravi 3%° krokov, pobezi niekolko hodin. Cislo 44" je tak obrovské, ze uz len jeho pocet cifier je 154-ciferny.
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Inymi slovami, t4to mocninova veza ma viac ako 10153 cifier. Pre porovnanie, celd globalna datasféra Zeme sa

v roku 2020 odhaduje na nie¢o v okoli 1022 bajtov, takZe celd Zem ani rddovo nemé $ancu si ulozit desiatkovy
zapis tohto cisla.

No a my pomocou tetracie mdzeme dalej definovat... ozaj rychlo rasticu funkciu. A z nej eSte rychlejsie
rasticu. A tak dalej. Nech to leti!

1.4.8 Polynémy

Funkcia z2 je primitivne rekurzivna. Vyrobif ju vieme napriklad kompoziciou: do funkcie nasobenia dosadime
identitu a identitu. Formélne sqr = COMP[mul, proji 1, proji.i)-

Funkcia 2z je primitivne rekurzivna, vyrobit ju vieme rovnako, len namiesto mul pouZijeme add.

Funkciu 2z vieme vyrobit aj tak, ze pri kompozicii do ndsobenia dosadime (v Tubovolnom poradi) identitu
a unarnu konstantu 2. Podobne sme vedeli vyrobit aj 22 tak, ze do umocnenia dosadime (tentokrat na poradi
zélezi) najskor identitu a potom undrnu konstantu 2.

Vhodnou kombinéciou vyssie uvedenych postupov si vieme vyrobit funkciu az® pre ITubovolné a,b. No a
postupnym séitanim takychto funkcii si vieme vyrobit Iubovolny polyném, ktorého koeficienty st prirodzené
¢isla. Vsetky tieto polynémy su teda primitivne rekurzivne funkcie.

1.4.9 Predecessor

Pri definicii predecessora (predchidzajicej hodnoty) mame drobny problém: ¢o spravif so vstupom 0?7 KedZze
sa hrdme len s prirodzenymi ¢islami, neméme hodnotu —1. Mohlo by nds pokisat nechatf tuto funkciu v nule
nedefinovanii, avsak vsetky primitivne rekurzivne funkcie st totalne, takZe to spravit nevieme. Dohodneme sa
preto na najmensom zle: predecessorom nuly bude opét nula. Pouzitie predecessora mozeme teda ¢itat ,,zmensi,
ak sa to da“.

Intuitivna rekurzivna definicia:

p(0) =0
ple+1) =z

Podla nej lahko napiSeme definiciu forméalnu: p = PRz, proj, 5]-

Vyuzili sme pri tom technicky trik, ze v definicii primitivnej rekurzie je do funkcie g odovzdavana o jedno
mensia hodnota ,riadiacej premennej“ ako t4, pre ktori pocitame vystup. Pre ndzornost, tu je pseudokéd
zodpovedajuci nasej definicii funkcie p:

def p(x):
tmp = 0
for i =0 .. x-1:
tmp = i
return tmp

o]

1.4.10 Od¢ditanie

Pri vyrobe od¢itania budeme mat dva problémy. Prvy: ¢o so zdpornymi ¢islami, ¢omu sa mé rovnat 3 — 77 Tu sa
dohodneme rovnako ako u predecessora: odéitanie nebude vediet podtiect pod nulu. Formélne si teda vyrobime
funkciu max(0, z — y).

Druhy problém si pozorny ¢itatel uz mozno v§imol, hoci my sme mu to vtedy naschvéal zamlcali. Miesto,
kde sa tento problém skryval, bol nis neforméalny popis toho, ako vyrobit funkciu umocnenia. Ten mal jeden
syntakticky problém: rekurziu (cyklus) potreboval robit podla druhého parametra funkcie. Na tento ist§ problém
naradzame aj tu. Vyssie popisant funkciu si totiz neforméalne vieme definovat nasledovne: ,x — y sa pocita tak,

N7

7e zoberie$ x a y-krat ho zmensis o 1.

Druhy probém vyriesime tak, ze vyrobu od¢itania spravime na dva kroky. Najskor spravime funkciu, ktora
bude mat parametre v opa¢nom poradi: funkciu bus (,,sub“ odzadu), ktord od svojho druhého parametra odéita

prvy.
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Funkcia bus spliia nasledovnii rekurzivnu definiciu (pri¢om p je predecessor):

bus(0,2) = x
bus(y + 1, ) = p(bus(y, z))
Podla nej teda zostrojime bus v nasom formalizme: bus = PR[proj, 1, COMP|p, projs ,]].

No a teraz z bus zostrojime funkciu sub, ktord uz mé parametre v ofakdvanom poradi. Na prehodenie
parametrov pouzijeme kompoziciu s vhodnymi projekciami: sub = COMP[bus, projs o, projs 1]-

1.5 Veta o kompozicii

Ako uz naznacuje konstrukcia funkcie sub, projekcie sa daju pouzivat na prehadzovanie poradia parametrov a
menenie ich poctu.

Ked sme definovali kompoziciu, spravili sme definiciu velmi striktne: vSetky funkcie f; museli mat presne
rovnaku aritu a dostévali presne tie isté vstupy. V stcasnej dobe sme vSak zvyknuti pojmom ,kompozicia“
oznacovat vSeobecnejsie skladanie funkcii. Napriklad aj o takejto funkcii ¢ hovorime, ze vznikd kompoziciou
(zlozenim) funkcii pouzitych na pravej strane:

Va,y,z: ‘P(zvyaz) = 1/1( a(x)v B(yayaz)a 7(271') )

Veta o kompozicii (slabSia verzia): Kazda funkcia, ktort vieme zapisat ako takto kompoziciu primitivne
rekurzivnych funkcii, je tiez primitivne rekurzivna.

Doékaz (prikladom): Na vysSie uvedenej funkcii ¢ predvedieme, ako taktto kompoziciu ,prelozit“ do povolenej
podoby. Jediné, ¢o spravime, je uprava funkcii «, 8 a v do podoby, v ktorej bude kazda z nich bratf na vstupe
vSetky tri parametre funkcie ¢ v spravnom poradi.

V nasom pripade teda vyrobime nové funkcie:

o = COMP| «, projs, |
g = COMP| B, DT0J3 9, PT0J3 9, PT0j3 3 ]
v = COMP][ v, projz 3, projs; |

KedZe funkcie o/, 8’ a v’ vznikli z primitivne rekurzivnych funkcii kompoziciou, st tiez primitivne rekurzivne.
A nésledne je teda primitivne rekurzivna aj funkcia ¢ = COMP[, o/, 5',7/].

Podme dalej. Obcas modzeme maf pri definicii novej funkcie aj viac tirovni vnorenia:

Ve, y, 2 pa(w,y,2) = P ale(x), B(y,y,2), v(v(a(2),2), 7))

Veta o kompozicii (silnejSia verzia): Furt to plati. Dokaz strukturdlnou indukciou: robime to isté ¢o vyssie,
postupne od najhlbsej irovne vnorenia smerom von.

Doésledok: Ak je zjavné, Ze nejaktl noviu funkciu vieme vyrobif kompoziciou uz existujtcich, nemusime to
odteraz rozpisovat.

1.6 Predikaty a dalsie uzitoéné funkcie

»Predikat“ je matematicky pojem oznacujuci funkciu, ktora vracia boolovskt hodnotu. V nasom formalizme
primitivnej rekurzie mozeme jednoducho za predikaty povazovat funkcie, ktoré vracaja len hodnoty 0 (ta inter-
pretujeme ako false) a 1 (true).
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1.6.1 Signum a negacia

Inou moZnostou, ako definovat predikaty, by bolo interpretovat celé éisla ako pravdivostné hodnoty v $tyle
jazyka C: 0 je false, ¢okolvek kladné je true. Oba sposoby st samozrejme ekvivalentné ¢o do vyjadrovacej sily.
Formalne si to vieme zdovodnit tak, ze ukdZeme primitivnu rekurzivnost funkcie signum:

0 «<~x=0
9UT) =91 inak

Signum vieme zostrojit primitivnou rekurziou z funkcie z a funkcie j, (bindrnej konstanty 1): sgn = PR|z, ja].

Este sa ndm bude hodif funkcia sgn uréend predpisom sgn(z) = 1 — sgn(z). T4 z nuly vyrobi jednotku a
z nie-nuly nulu, budeme ju teda pri predikdtoch pouzivat ako negéiciu. Vyrobif sgn si m6zeme bud podobne
ako sgn, teda primitivnou rekurziou, alebo napriklad kompoziciou unarnej jednotky, sgn a odcitania: sgn =
COMP|[sub, ji1, sgn].

1.6.2 Logické spojky

Ak méame primitivne rekurzivne predikity p a ¢, lahko zostrojime predikéty pre ich logicky and a logicky or:
na logicky and staci pouzit st¢in, na logicky or sicet ich hodnot. Presnejsie, COMP[mul, p, q] je novy predikat,
ktory je pravdivy len vtedy, ked je pravdivé aj p, aj ¢. A podobne, COMP[sgn, COMP[add,p, g]] je predikat
pravdivy len vtedy, ked je pravdivy aspoii jeden z p a ¢. (VSimnite si technicky detail: pri s¢itani sme este pridali
kompoziciu so sgn, aby sme vracali hodnotu 1 a nie hodnotu 2, ak st pravdivé oba predikaty.)

No a pomocou logického and, or a not (pripominame 3gn) si uz vieme naskladat lubovolnu logickd spojku
Tubovolnej arity.

1.6.3 Porovnania dcisel

Testy na rovnost a nerovnost vieme lahko spravit pomocou nasho od¢itania. Napr. test, & x > y, vieme

spravit tak, Ze sa pozrieme, ¢i je hodnota sub(z,y) kladna. Teda gt = COMP][sgn, sub] a analogicky leq =

COMP|[sgm, sub]. Na porovnanie opa¢nym smerom potrebujeme odéitanie s opaénym poradim argumentov, teda

pouzijeme pomocni funkciu bus z definicie sub: bude It = COMP][sgn, bus] a analogicky geq = COMP[sgm, bus].
Test na rovnost dvoch &isel: eq(z, y) ak geq(z,y) a zaroven leg(x,y).

1.7 Veta o if-e

Ako dalsi dobry néstroj na vyrobu novych primitivne rekurzivnych funkcii si teraz mozeme vyslovit a dokéazaft
vetu o if-e. Vyslovime ju najskor v jednoduchsej, bindrnej verzii:
1.7.1 Znenie vety (binarna verzia)

Nech f, f, g™ € PREC. Potom aj h € PREC, kde h je funkcia definovana nasledovne:

Pre lubovolné Z = x4, ...,z plati: ak g(T) > 0, tak h(Z) = f1(T), inak h(Z) = fo(T).

1.7.2 Znaéenie

Vsimnite si nové znadenie T (¢itaj ,,postupnost z-ov* alebo ,vektor z-ov“), ktoré sme v definicii zaviedli na jej
zostru¢nenie. Toto znadenie budeme odteraz pouzivat vSade, kde budeme maf nejakl postupnost argumentov
funkcie, ktorych pocet ani hodnoty sa nemenia. Konkrétny pocet argumentov v takejto postupnosti bude vzdy
jasny z kontextu — zviicSa teda priamo z arity doty¢nej funkcie.
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1.7.3 Pseudokdd

Na funkciu ¢ sa divajme ako na predikit. VysSie definovanéd funkcia h sa potom dé v pseudokéde zapisat
nasledovne:

def h(xl, ..., xm):
if gi(xl, ..., xm):
return f1(x1, ..., xm)
else:
return fO(x1, ..., xm)

Odtial teda ndzov vety o if-e. Tato veta ndm hovori, Ze ak sa pomocou primitivne rekurzivnej podmienky
vieme rozhodnut, ktort primitivne rekurzivnu funkciu podéitat, aj novéd funkcia bude primitivne rekurzivna.
Inymi slovami, do nasho ,,programovacieho jazyka* dostavame podmienku if.

1.7.4 Dokaz (binarnej verzie)

Funkcia sgn(g(z)) - f1(Z) je bud f1(Z) alebo 0, podla toho, ¢ ¢g(T) > 0.
Funkcia 5gm(g(%)) - fo(T) je bud 0 alebo fo(Z), podla toho, ¢i g(T) > 0.
Obe vyssie uvedené funkcie st primitivne rekurzivne. Funkcia h je ich suc¢tom.

1.7.5 Znenie vety (vSeobecna verzia)

Pre zaujimavost eSte uvedieme znenie jednej moZnej vieobecnej verzie, kde sa rozhodujeme podla viacerych pod-
mienok. Dokaz je priamociarym zovSeobecnenim toho uvedeného vyssie, detaily prenechdvame na Citatela (ale
asponl mu pripomenieme, Ze logicky and viacerych podmienok vieme robit nédsobenim prislusnych predikatov).

o Nech fI,..., f, € PREC

e Nech g, e ,g € PREC a nech g1 je m-arna konstanta 1.
e Nech h je funkcia definovand nasledovne: Pre lubovolné T = x4, ..., x,, plati, Zze h(Z) je rovné f;(T), kde

i je najmensSie prirodzené ¢islo, pre ktoré g;(Z) > 0.

e Potom h € PREC.

1.7.6 Jednoduché aplikacie

Maximum je primitivne rekurzivna funkcia, lebo Vzniké Vetou o if—e zZ funkcii proj2 1, PTojy o a predikatu gt

..........

Analoglcky je primitivne rekurzivne aj bindrne minimum a nasledne kompoziciou aj maximum a minimum
Tubovolnej vyssej arity.

1.8 Veta o prefixovych suctoch

V tejto cGasti si vyrobime funkciu poditajicu prefixové sucéty a nésledne pomocou nej zadefinujeme niekolko
dalsich pomerne elementarnych funkcii, ktoré nam este chybaji — Specidlne bude zaujimavé delenie so zvyskom.

1.8.1 ZAakladné znenie vety

Pre Tubovolnt primitivne rekurzivnu funkciu f je primitivne rekurzivna aj funkcia g definovana nasle-
dovne:
Va, 5 g(x,7) = > f(i.7)
i<T
Slovne: pre lubovolné fixne zvolené ¥ je g(x,y) suc¢tom prvych x hodnét f(-,7).
Dokaz: Funkciu g vyrobime primitivnou rekurziou. PomdZzeme si opdtf potrebnym pseudokédom:
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def g(x, y1, ..., yk):
tmp = 0

for i =

tmp

return tmp

0 .. x1:
= tmp + £(i, y1, ..., yk)

Vidime teda, Ze g vieme vyrobit primitivnou rekurziou. Zékladny pripad ndm podita k-arna konstantnd
nula: prazdny stucet je nula. Jednu iteraciu cyklu ndm pocita funkcia, ktort vieme vyrobit vhodnou kompoziciou
primitivne rekurzivnej funkcie f, projekcii a s¢itania.

1.8.2 ZovSeobecnenie

Vyssie uvedend veta mé vela moznych zovSeobecneni. Uvedieme jedno: Pre Tubovolné primitivne rekurzivne
funkcie l, Rl a f je primitivne rekurzivna aj funkcia g definovana nasledovne:

9(7) = > 6w

lo(Z) < i < hi(F)

Myslienka dokazu: Pomocou zékladnej verzie vety si vieme vyrobit funkciu, ktord ndm spravi prefixové stcty
f. Sucet tseku od lo(Z) po hi(T) je rovny prefixovému saétu prvych hi(Z) + 1 prvkov, od ktorého odé¢itame
prefixovy sucet prvych lo(T) prvkov.

1.8.3 Dolna cela cast podielu

Nasledovat bude pomerne technické konstrukcia, pomocou ktorej si vyrobime delenie.

Pri deleni sa samozrejme opét musime najskor vysporiadat s technickym problémom: na jednej strane st
vietky primitivne rekurzivne funkcie totalne, na druhej strane vsak nulou delif nevieme. Co s tym? Zadefinujeme
si funkciu delenia tak, aby fungovala, ked nedelime nulou, a nebude nés trapit, aké hodnoty vracia pri deleni
nulou, lebo na delenie nulou ju nebudeme pouzivat.

Komu by sa toto nepécilo, moéze si nasledne pouzit vetu o if-e a pomocou nej definovat poriadnejsie delenie,
ktoré napriklad pri deleni ¢ohokolvek nulou explicitne vrati nulu.

Majme teda x a y, pricom y > 1. Ako by sme mohli nejakym cyklom spoéitat |x/y|? Pokusalo by néas
zrejme robit nieco ako ,,dokola odéitat y a pocitat si kroky*“, ako ale nieco takéto v nasom formalizme zapisat?
Pomobzeme si nasledovne:

Predstavme si nasledovnti postupnost:

1%22% IR (l‘ - l)yaxy

Vsimnime si, Ze posledny ¢len tejto postupnosti je aspon . Keby sme v nej pokracovali, dalsie ¢leny uz budu
vicsie ako x.
Vyrobime si teraz novi postupnost. Kazdy ¢len tej povodnej postupnosti porovnadme s z. Do novej postup-

.....

nasledovne:

staré‘3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
111 o0 O O O O O O O

nova ‘

Nech d = |z/y]. Potom je zjavné, Ze nova postupnost obsahuje presne d jednotiek: poslednd jednotka
zodpovedd ¢&islu dy, kedze plati dy <z < (d + 1)y.

No a uz sme skoro vyhrali. Nagu ,novt postupnost* poéita ternarny predikat f(i,z,y) = leq(mul(s(i),y), z).
Nech teraz funkcia g po¢ita prefixové stucty funkcie f. Potom div(z,y) = g(z, x,y).
1.8.4 Dalsie funkcie sivisiace s delenim

e ZvySok po deleni: mod(x,y) = x — mul(y, div(z,y)).

e Predikat delitelnosti: divisible(x,y) = sgn(mod(x,y)).
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e Horna cela ¢ast podielu: ceildiv(z,y) = div(x,y) + sgn(divisible(z,y)).

e Test prvociselnosti isprime(x): x je prvocislo prave vtedy, ked >, ., divisible(x,d) = 2. (Pouzijeme
teda vseobecnejsiu verziu vety o prefixovych sti¢toch a predikat pre rovnost takto definovanej funkcie a
konstantnej dvojky so spravnou aritou.)

e Pocet prvocisel mensich ako x: primesbelow(x) je prefixovy sucet prvych x hodnot prediktu isprime.

1.9 Ohraniéena minimalizacia

V tejto Casti sa prvykrat stretneme s minimalizaciou. Tak, ako je primitivna rekurzia akjymsi predchodcom for-
cyklu, minimalizdcia bude predchodcom while-cyklu. Aby sme ho vedeli simulovat for-cyklom, budeme musiet
prijat jedno obmedzenie: vopred budeme musief povedat maximélny pocet itericii. (Presnejsie, tento pocet si
musime vypoéitat nejakou primitivne rekurzivnou funkciou.)

Ukézeme si, Ze na takto ohrani¢eni minimalizaciu je trieda PREC tieZ uzavreté, ¢im dostaneme dalsi nastroj
na vyrobu novych funkcii.

1.9.1 Veta o ohranicenej minimalizacii

Pre Tubovolné primitivne rekurzivne funkcie f(y, T) a g(T) je primitivne rekurzivna aj funkcia A defino-
vana nasledovne:

VT h(T) = mlil{l |t <g(@) A f(i,T) >0} <« .ak také i existuje
9(T) + inak
Slovne, h(T) si mdzeme predstavit tak, Ze postupne poéita f(0,Z), f(1,T), ..., az kym bud prvykrat nedos-
tane pre nejaké ¢ nenulovit hodnotu, alebo nedosiahne vopred urcenti hranicu g(Z). Na vystup vrati bud index
i, ak nasla, alebo hornt hranicu cyklu, ak nenasla.

Myslienka dokazu: Uvazujme postupnost hodnot sgn(f(i,T)) pre 0 < i < g(Z). Navratova hodnota h je
zjavne rovna poctu jednotiek na zaciatku tejto postupnosti.

Rovnako, ako sme robili prefixové sucty, si teraz spravime funkciu pocitajicu prefixové suciny tejto funkcie.
To sposobi, ze jednotky na zaciatku ostani jednotkami, ale od prvej nuly dalej budeme maft nuly.

No a teraz uz pouzijeme klasické prefixové stcéty: s¢itame prvych ¢(Z) funkénych hodnét tejto novej funkcie
a dostaneme h(T).

1.9.2 Aplikacie
e Hornt celu éast podielu vieme teraz zostrojit aj nasledovne:

— Vieme, ze hladame najmensie i také, ze iy > x.
— Vieme, Ze takéto i sta¢i hladat v intervale [0, x], ¢ize medzi prvymi x + 1 éislami.
Horn celi ¢ast podielu teda vieme vyrobif ohrani¢enou minimalizdciou predikatu iy > x podla premennej

i a s hornou hranicou z 4+ 1. (Pre lubovolné y > 0 vieme, Ze tdto minimalizicia ndjde odpoved skor, nez
narazi na nami zvolent horni hranicu. No a vonkoncom nés netrépi, ¢o sa stane pre y = 0.)

e Horna celé ast odmocniny z z je najmensie y také, ze y2 > . Aj toto y zjavne vieme néjst ohranicenou
minimalizaciou vhodného predikatu.
e Aj funkcia prime(n) vracajaca n-té prvocislo (éislované od nuly) je primitivne rekurzivna.

Indukciou z Euklidovho dékazu nekoneéného poctu prvocisel vieme dokdzat velmi volny horny odhad: n-té
prvoéislo (&islujic od nuly) je mensie alebo rovné 22",

Zjavne plati, Zze prime(n) je najmensie také x, pre ktoré primesbelow(x + 1) = n. Toto x vieme néjst
minimalizaciou tohto primitivne rekurzivneho predikatu, pricom ako horna hranicu pouzijeme primitivne
rekurzivnu funkeciu 22" + 1.

10
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1.10 Cislovacie funkcie a kédovanie postupnosti do &isel

Co uz vieme: Vo formalizme primitivnej rekurzie vieme definovat prave tie programy, ktoré vieme poditat
programami s jednoduchymi for-cyklami. Ide teda, aspon zatial, o programy bez vSeobecnych while-cyklov,
rekurzie a podobnych zveriniek — o tychto zatial netusime, ¢i vobec zachovavaju primitivnu rekurzivnost.

Otvorené otazky: Existuji nejaké dalsie veci ekvivalentné primitivnej rekurzii? Iné pohlady, cez ktoré vieme
povedat o je a o nie je primitivne rekurzivne? Sd vlastne na nieco dobré while-cykly a vSeobecné rekurzia?
Samozrejme, umoZnia ndm napisat program, ktory pre niektoré vstupy neskonci, ale je to vsetko? Aky je stvis
medzi primitivnou rekurziou a napr. tym, ¢o pozname z tedrie formalnych jazykov ako rekurzivne jazyky? Ak
nam niekto zarudi, Ze program vzdy zastavi, musi nutne poc¢itat primitivne rekurzivnu funkciu?

Aby sme sa do tychto otézok vedeli pustif, potrebujeme sa postupne dopracovat k tomu, Ze budeme vediet
jednym programom simulovat iny. No a kedZe naSe programy pracuju len s prirodzenymi ¢islami, budeme musiet
nejaké zlozitejsie veci kddovat do cisel.

1.10.1 Konkrétna trojica Cislovacich funkcii

NaSim prvym ciefom na tejto ceste bude pomocou primitivne rekurzivnych funkcii vediet zakédovat dvojicu
prirodzenych ¢isel do jedného. Chceme teda také primitivne rekurzivne funkcie ¢(z,y), I(z) a r(z), aby platilo:

® c je prosta
e pre kazdé x,y: I(c(z,y)) ==z
e pre kazdé z,y: r(c(z,y)) =y

Ako na to? Zoradme si vsetky dvojice prirodzenych ¢isel do postupnosti. Systematicky to mdZeme spravit
napr. tak, Ze ich zoradime priméarne podla stétu a sekunddrne podla prvého z nich:

(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), (0,3), (1,2),

Teraz c(x,y) definujeme ako zero-based index dvojice (z,y) v tomto poradi.
Pre lepsiu predstavu si vSetky dvojice ¢isel mdzeme predstavit ako stradnice poli¢ok v prvom kvadrante.
Kazdé policko dostane svoje ¢islo. Tato konkrétna funkcia ¢ ich ¢isluje postupne po diagonalach:

I
y |
..
4 | 10
31 6 11
2| 3 7 12
1] 1 4 8
ol o 2 5 9
e
|

Zjavne c(z,y) =1+ -+ (z+y)) +z = Ww + x, preto ¢ je primitivne rekurzivna. (Prvy séitanec
je celkovy pocet éisel na predchddzajicich diagondlach, druhy je poradové ¢islo nasho policka na tej spravnej.)

Ako je to s primitivnou rekurzivnostou [ a r? Mohli by sme skusit ich vyjadrif v uzavretom tvare (pomocou
nejakych celych ¢asti odmocnin a podobnych chutoviek) a potom sa o nieco snazit, ide to ale aj lahsie — len sa
treba zbavit hlipej predispozicie o snahu funkcie implementovat efektivne.

Pre nasSe funkcie [ a r zjavne plati, ze Vz : I(z) < z a tiez Vz : r(z) < . Ak teda chceme vypocitat napriklad
I(x), staéi vyskasat vSetky (a,b) z rozsahu od (0,0) po (x,x), ndjst ti jedinta dvojicu, ktorej kéd je naozaj x, a
vratit na vystup a.

Formélnejsie, zoberme si terndrnu funkciu f(x,y, z) = mul(x, eq(c(z,y), 2)). Ked si zvolime fixné z (kéd
dvojice ¢isel), tak pre vSetky nespravne dvojice x,y je f(z,y,z) = 0, len pre ti jedind spravnu dvojicu je to z.

11
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Funkciu [ teraz z f vyrobime tak, Ze spravime prefixové sucty podla prvej premennej a z nich prefixové sucty
podla druhej premennej a potom sa pozrieme na konkrétnu funként hodnotu, ktord zodpovedd prvym z + 1
premennym v kazdom rozmere.

1.10.2 Fibonacciho ¢isla

Dokézeme si, ze Fibonacciho postupnost je primitivne rekurzivna. Spravime si pomocnt funkciu fibhelper(n),
ktora bude vracat kéd dvojice (Fy,, Fit1)-
V Pythone by to vyzeralo takto:

def fibhelper(n):
if n==0:
return (0, 1)
else:
x, y = fibhelper(n-1)
return (y, x+y)

Neformalna rekurzivna definicia:

fibhelper(0) = ¢(0,1)
fibhelper(n + 1) = ¢( r(fibhelper(n)), I(fibhelper(n)) + r(fibhelper(n)) )

fib(z) = I(fibhelper(x))
A este pre nazornost Gplne formalne (aZ na vynechanie definicii ¢, [ a r):

add = PR[proj, 1, COMP[s, projs 1]|
j = COMPJs,z]
addpair = COMP|add, 1, ]
almost = COMP|e, r, addpair]
g = COMP/|almost, projs 4]
helper = PR3, g]
fib = COMP]I, helper]

1.10.3 Kédovanie konstantne vela é&isel do jedného

Samozrejme, akondhle mame nejak primitivne rekurzivnu trojicu ¢islovacich funkcii, zjavne vieme pomocou
primitivne rekurzivnych funkcii zakédovat do jedného celého ¢isla nielen dvojicu, ale aj Iubovolnt konstantne
velkl n-ticu ¢isel.

Napriklad jedna moznost, ako to spravit pre n = 3 je zobraf konkrétnu trojicu &islovacich funkcii ¢,l, 7,
zakédovat trojicu (z,y, z) funkciou c(x, c(y, z)) a dekédovat kéd x na jednotlivé zlozky funkciami I(x), I(r(x))
a r(r(z)). Zovseobecnenie pre vicsie n je zjavné.

1.10.4 Kéodovanie postupnosti fubovolnej dizky

Pomocou primitivne rekurzivnych funkcii vieme poditat aj injektivne zobrazenie zo vSetkych koneénych postup-
nosti ¢isel do ¢isel — a teda kédovat ,polia ¢isel“ Tubovolnej dizky a pracovaf s nimi. Kedze ale toto este pre
zaver tejto kapitoly nepotrebujeme, vratime sa k tejto konstrukcii detailnejsie neskor.

1.11 Simulacia Turingovsky uplnych modelov
V tejto sekcii sa najskor pozrieme na simuldciu Minského registrovych strojov (t4 je dostacujica pre zéver,

ku ktorému smerujeme) a potom sa aspoil v ndznakoch zmienime o simuldcii inych modelov (pre nazornejsiu
predstavu).

12
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1.11.1 Simulacia Minského registrovych strojov

Uvazujme konkrétny Minského registrovy stroj M s r registrami a p inStrukciami v programe. Konfiguracia
takéhoto stroja je (r 4 1)-tica prirodzenych ¢isel: aktudlny instruction pointer a hodnoty vo v8etkych registroch.

Zjavne teraz vieme pomocou primitivne rekurzivnych &islovacich funkcii vyrobif nasledujiice primitivne
rekurzivne funkcie:

e Funkcia kod™*1 zakoduje r 4+ 1 prirodzenych ¢isel do jedného.

e Funkcia iplL: ip(x) interpretuje x ako kéd r + 1 ¢isel a vrati prvé z nich (instruction pointer).

e Funkcia regll: reg(x,i) interpretuje x ako kéd r + 1 &sel a pre i < r vrati (i + 1). z nich (hodnotu v
registri ), inak nulu. (KedZe r je fixné, tato funkciu vieme vyrobif pouZzitim vety o if-e.)

Veta: K Tubovolnej jednej instrukcii v programe stroja M existuje primitivne rekurzivna funkcia, ktora ju
simuluje. (Teda funkcia, ktora pre Tubovolny platny kéd konfigurdcie, v ktorej je instruction pointer na tejto
ingtrukeii, vrati kéd nasledovnej konfiguracie.)

Dokaz (prikladmi):

Priklad 1: Nech r = 3 a inStrukcia ¢éislo 7 je ,INC 1“ (teda inkrementuj register 1). Funkcia, ktord robi
prislusnt zmenu konfiguracie je funkcia stepz(x) = kod( 8, reg(z,0), s(reg(x,1)), reg(x,2) ).

Priklad 2: Nech r = 3 a instrukcia ¢islo 13 je ,ZERO 0 7“ (teda otestuj register 0 na nulu, a ak je v lom
nula sko¢ na ingtrukciu 7). Z vety o if-e si vieme vyrobit funkciu nexty3(z), ktord vrati 7 ak reg(x,1) =0 a 14
inak. Nasledne funkcia, ktora robi prislusni zmenu konfiguracie, je funkcia step;s definovana nasledovne:

stepy3(x) = kod( nextiz(x), reg(x,0), reg(x,1), reg(z,2) ).

Veta: Ku Minského registrovému stroju M existuje primitivne rekurzivna funkcia krok, ktord odsimuluje
jeden krok jeho vypoctu — teda z danej konfiguracie vypocita nasledujucu.

Dékaz: Cez vetu o if-e pospédjame vSetky vyssie definované funkcie step; (je ich len konstantny pocet — presne
p) a na zaver identitu. Program teda postupne rozoberie pripady ip(z) =0, ..., ip(x) = p — 1 a ak ani jeden
nenastal (mame konfiguraciu v ktorej uz vypocet skoncil) tak nespravi nic.

Veta: Ku stroju M existuje primitivne rekurzivna funkcia simulujy; ! , ktora pre dané k a zac¢iatocné hodnoty
v registroch odsimuluje prvych k krokov vypoctu M.

Dokaz: Zo zadanych registrov vyrobime zaciato¢nu konfiguraciu M a nésledne vo for-cykle k-krat odsimu-
lujeme jeden krok vypoctu.

1.11.2 Veta o primitivne rekurzivnej casovej zlozitosti

Zdalo by sa, Ze uz sme vyhrali: primitivnou rekurziou vieme simulovat Minského registrové stroje. Nie je tomu

aplne tak. Kde je pes zakopany? V tom, Ze nds zaujima, ¢o program vlastne vypoéital, ked skonéil, a my vo

vieobecnosti nevieme, ako vela krokov potrebujeme odsimulovat, aby sme sa na ten koniec vypocétu dostali.
Zatial si preto aspon vyslovime o ¢osi slabsie tvrdenie.

Veta: Nech existuje Minského registrovy stroj M poécitajtci nejakt funkciu f. Dalej nech existuje primitivne
rekurzivna funkcia ¢, takd, ze pre lubovolné T plati, Ze M na vstupe T spravi nanajvys ¢(z) krokov. (Teda ¢
zhora odhaduje ¢asov zlozitost M.) Potom aj funkcia f je primitivne rekurzivna.

Dékaz: Zjavné. Vypocitame f(T) a nasledne odsimulujeme dany pocet krokov vypocétu M.

1.11.3 Désledky vety o primitivne rekurzivnej Casovej zlozZitosti

Lubovolny bezny program vieme odsimulovat na Turingovom stroji len s polynomidlnym spomalenim. Tubovolny
Turingov stroj vieme odsimulovat na Minského registrovom stroji s nanajvys troj-exponenciadlnym spomalenim
(konstrukciu sme mali). Umocnenie je primitivne rekurzivne. Ak teda mame nejaky primitivne rekurzivny horny
odhad ¢asovej zlozitosti programu v nasom beznom programovacom jazyku, vieme z neho primitivne rekurzivnou
funkciou vypocitat aj horny odhad casovej zlozitosti jeho simulécie na registrovom stroji.

Analogicky by sa dalo postupovat aj pre ostatné Turingovsky Uplné modely. Vetu o primitivne rekurzivnej
Casovej zlozitosti teda mozeme vyslovit aj pre ne.
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V trochu zjednodusenej podobe tato veta teda znie: ,, Ak nejakt funkciu vies§ naprogramovat a ¢asovi zlozitost
programu zhora odhadntf nejakou primitivne rekurzivnou funkciou, tak aj funkcia, ktort tvoj program pocita,
je nutne primitivne rekurzivna.®

Spomenme si teraz na mocninové veze a z nich zostrojitelné este rychlejsie rasttice funkcie. VSetky tieto
funkcie st primitivne rekurzivne, a teda ich moézeme pouzivat ako odhady casovej zlozitosti. No a ¢okolvek
aspon trochu prakticky pouzitelné ma casovi zlozitost lepsiu ako mocninové veze. Ergo honosny zaver tejto
kapitoly:

Vsetko rozumne efektivne naprogramovatelné je primitivne rekurzivne.

A este tplne posledny désledok: Ak vobec existuju totalne Turingovsky vypocitatelné funkcie, ktoré nie st
primitivne rekurzivne, musi ist o funkcie, ktoré sa pocitaju fakt neuveritelne dlho.
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