Michal Forisek: Early beta verzia skript z Vypoditatelnosti

Kapitola: Registrové stroje

V literattre existuji mnohé varidcie registrovych strojov: niektoré len rozpoznavaja jazyk, niektoré pocitaju
(¢iastoéni) funkciu na prirodzenych ¢islach, lisia sa povolenou sadou instrukcii a formalnymi detailmi, ale v
principe ide stale o jeden a ten isty model. My si ukdZeme dva takéto formalizmy.

1.1 Dvojsmerny pocitadlovy kone¢ny automat

Dvojsmerny konecny automat s n pocitadlami je automat s read-only vstupnou paskou a n premennymi, pricom
kazd4 premennd moze obsahovat Tubovolné nezdporné celé ¢islo. Nasledujici krok vypocétu pre tento automat
je uréeny jeho stavom, prave ¢itanym pismenom vstupu a tym, ktoré z premennych obsahuji nulu a ktoré nie.
V réamci jedného kroku vypocétu automat moze zmenit stav, posuntt ¢itaciu hlavu a o 1 zvysit /znizit hodnotu
kazdej premennej.

Formélne, deterministicky dvojsmerny koneény automat s n pocitadlami je Sestica (n, K, 3,0, qo, F'), kde K
je kone¢nd mnozina stavov, ¥ je kone¢nd vstupnd abeceda také, z7e LR ¢ X, § : K x (X U{L,R}) x {0,1}" —
K x {—1,0,1} x {—1,0,1}" je prechodové funkcial, gy je zac¢iatoény stav a F je mnozina akcepta¢nych stavov.

Konfiguracia takéhoto automatu je prvok z ¥* x K x N x N kde jednotlivé zlozky predstavuja slovo, na
ktorom prebieha vypocet, aktudlny stav, polohu ¢itacej hlavy a obsah jednotlivych premennych.

Formélnu definiciu relacie - kroku vypodctu si ¢éitatel Tahko doplni.

Jazyk rozpoznavany takymto automatom je mnozina:

{w ‘ if € F: Ja,by,...,b, €N: (w,q,1,0,...,0) " (w,f,a,bl,...,bn)}
——

n

1.1.1 Vypoctova sila modelu

Zjavne pre n = 0 dostavame presne klasické deterministické dvojsmerné kone¢né automaty, o ktorych je zname,
Ze trieda jazykov, ktoré vedia rozpoznévat, je prave trieda reguldrnych jazykov.

Pre n = 1 mame k dispozicii jedno pocitadlo. S jednym pocitadlom si kiisok pomdzeme, ale este to nestaci.
Konkrétny vysledok (Duri, Galil: Fooling a two way automaton or one pushdown store is better than one
counter for two way machines, TCS 21 (1982) 39-53): Jazyk

{o#x1# ... ex# | E>1 A Viiaz; €{0,1}" A Fi>0:20=2;}

sa neda rozpoznat dvojsmernym deterministickym automatom s jednym pocitadlom. Na druhej strane, tento
jazyk sa dé4 rozpoznat deterministickym automatom so zisobnikom: naplnime donl z1#...zy# a potom sa
vratime na zaciatok slova a postupne kazdé x; porovname s xg.

Ako sme na tom zdola? Ur¢ite vieme aj bez pouzitia pocitadla rozpoznavat hocijaky regularny jazyk. Lahucké
cviCenie je rozpoznavat jazyk {a™b"™ | n > 0}. O trosku fazsie, ale stale este sa da: jazyk vSetkych palindrémov
nad danou abecedou.

Ale tam hranica nekonéi. D4 sa napriklad rozpoznat aj jazyky {0"1"° | n > 1} a {0"12" | n > 1}, ktoré
nie s ani len bezkontextové, vid http://portal.acm.org/citation.cfm?id=193820.193835.

V nasledujicich castiach ukédzeme dnes uz klasicky Minského vysledok: uz pre n = 2 st pocitadlové automaty
schopné simulovat Turingove stroje.

1.1.2 Zasobnik pomocou dvoch pocitadiel

Ked mame k dispozicii dve poéitadla, vieme pomocou nich simulovat zdsobnik s Tubovolne velkou abecedou.
(Velkost abecedy samozrejme musi byt vopred zndma konstanta.)

Ako na to? Predpokladajme, Ze chceme simulovat zasobnik s z-prvkovou abecedou. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech je tato abeceda mnozina {1, ..., z}. Na konkrétny obsah zasobnika sa teraz mozeme divat ako na konkrétne
dislo v stistave so zakladom z+1. Znak na vrchu zdsobnika bude zodpovedat najmenej vyznamne;j cifre, znak pod

INavyse od 6§ pozadujeme, aby sa z lavej ,zarazky“ L automat nemohol pohnit dolava ani z pravej doprava.
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nim druhej najmenej vyznamnej, atd. (Vdaka tomu, Ze sme v nasej abecede nepouzili nulu, je takto definované
zobrazenie z obsahov zésobnika do prirodzenych ¢&isel skuto¢ne injektivne.)

Cislo predstavujiice obsah zdsobnika budeme mat uloZené v jednom z nasich dvoch pocitadiel. To druhé
budeme pouzivat ako ,pomocnii premenni“, ked budeme chciet obsah zasobnika menit.

Potrebujeme vediet odsimulovat dve operacie: vyber vrchnej hodnoty zo zdsobnika a vlozenie novej hodnoty
na vrch zasobnika. Prvé operacia zodpoveda deleniu z+1 so zvySkom: ak ¢islo Z predstavuje neprazdny zasobnik,
tak Z mod (z+1) je znak na jeho vrchu a | Z/(z+1)] je éislo predstavujiice obsah zdsobnika po odobrati tohto
znaku. Vkladanie novej hodnoty je inverzny proces — teda potrebujeme ¢islo predstavujice stary obsah zasobnika
najskor vynédsobit z + 1 a ndsledne k nemu pripoéitat novt hodnotu.

Obe tieto veci vieme v nasom modeli robit. Delenie so zvyskom vyzerd nasledovne: Ak treba, vynulujeme
pomocné pocitadlo. Dalej si spravime cyklus tvoreny z 4+ 1 pomocnymi stavmi. V tomto cykle znizujeme obsah
poditadla predstavujuceho zdsobnik, az kym neklesne na nulu, a zakazdym, ked sa vratime do stavu, kde sme
zacéinali, zvySime o 1 hodnotu pomocného pocitadla. Ked nam prvé pocitadlo klesne na nulu, v druhom méme
celt dast podielu a aktudlny stav zodpoved4 zvySku — teda symbolu, ktory sme prave vybrali zo zdsobnika. Na
zaver uz len ,presypeme® obsah druhého pocitadla do prvého: druhé znizujeme a zaroven prvé zvysSujeme, az
kym druhé neklesne na nulu.

1.1.3 Potencialne nekone¢na paska pomocou dvoch zasobnikov

Pomocou dvoch zésobnikov si Tahko vieme pamitat pasku Turingovho stroja: Zoberieme jej neprazdnu cast a
rozstrihneme ju na mieste, kde sa nachadza jeho hlava. Lavu ¢ast ulozime do jedného zasobnika a pravia do
druhého, tak aby na vrchu zasobnika lezali znaky, ktoré sa nachadzaji najblizsie k polohe hlavy. VSetky zmeny
pasky sa teda deju lokdlne, na vrchu zasobnikov. Pohyb hlavy vieme simulovat vhodnym presypanim znakov z
jedného zasobnika do druhého.

1.1.4 Turingov stroj pomocou dvoch pocitadiel

Uz by sme vedeli simulovat Turingov stroj pomocou Styroch poéitadiel: totiz pomocou $tyroch pocitadiel vieme
simulovat dva zasobniky, a pomocou dvoch zasobnikov vieme simulovat Turingov stroj.

(Rozmyslite si, ¢o presne bude nas pocitadlovy automat musiet spravit, skor nez bude moct zacat simulaciu
konkrétneho Turingovho stroja. Tiez si rozmyslite, ze by nam tie pocitadla stacili aj tri — ale ako uvidime o
chvilu, je to vlastne jedno.)

Teraz prichddza posledny krok: ukdZeme, ako Styri pocitadla (alebo Iubovolny iny koneény, vopred znamy
pocdet) simulovat pomocou dvoch.

Na to pouzijeme klasicky, Leibnizom inSpirovany trik: ak mali pé6vodné 4 pocitadla hodnoty a,b,c,d, my
budeme maf namiesto nich jedno s hodnotou H = 2¢3°5°7¢. Ak méme k dispozicii ete jedno pomocné poéitadlo,
vieme simulovat vSetky operacie, ktoré potrebujeme: napr. zniZenie a o 1 odsimulujeme tak, Ze H vydelime
dvoma.

Dostéavame teda zelané tvrdenie: dvojsmerné deterministické konecné automaty s dvoma pocitadlami st uz
rovnako silné ako Turingove stroje.

1.1.5 Zamyslenie na zaver

Ako je to s jednosmernymi deterministickymi pocitadlovymi automatmi s 1, 2, 3, 4 pocitadlami?

1.2 Registrovy stroj pocitajaci funkciu

Program pre nés registrovy stroj je koneéna postupnost instrukcii. Vykonavanie programu zac¢ina prvou instruk-
ciou a kon¢i v okamihu, kedy by sa mala vykonat neexistujica instrukcia.
Nas stroj pozna tri typy instrukcii:

e INC x — zvicsi hodnotu v registri x

e DEC x — zmensi hodnotu v registri x
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e ZERO x y [z] — ak je v registri x nula, pokrac¢uj instrukciou y [inak pokracuj instrukciou z]

Vypocet stroja zacina v konfiguracii v ktorej je v registri 0 uloZeny vstup a ostatné registre obsahuji nuly. Za
vystup povazujeme hodnotu v registri 1 v okamihu kedy vypocet skoné¢i. (Toto pre niektoré vstupy a programy
samozrejme nemusi nikdy nastat.)

1.2.1 Priklad

Nasledujtici program poécita funkciu f(z) = « mod 3. V cykle tvorenom instrukciami 2-7 znizuje hodnotu vstupu
aZ kym sa t4 nedostane na nulu. Podla okamihu, kedy toto nastane, program nastavi hodnotu v registri 1.

ZERO 0 10
DEC O

ZERO 0 9
DEC 0O

ZERO O 8
DEC 0O

ZERO 0 10 2
INC 1

INC 1
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