TAKE-HOME EXAM Z POKROCILYCH EFEKTIVNYCH ALGORITMOV, 2018-12-28

Pravidla

RieSenia tejto pisomnej skusky je potrebné odovzdat do soboty 29. 12. 2018, 10:00 e-mailom na misof@ksp.sk. Ak
odovzdavate viacero suborov, zozipujte ich prosim. Pocas riesenia priebezne sledujte oznamy na webstranke predmetu.

Smiete vyuzivat Tubovolné nezivé zdroje informdcii ktoré existovali v okamihu zaciatku pisomky. Pochopitelne, vratane
vSetkého zverejneného na stranke predmetu. Az do deadline je zakdzané akymkolvek spésobom diskutovat o tilohach s
kymkolvek Zivym. Pouzité externé zdroje dostatocne adekvatne citujte. Co viete odcitovat, netreba rozpisovat. Ak ste pri
riesSeni tlohy pisali program, odovzdajte aj ten.

Do hodnotenia sa vam zapoc¢ita 5 najlepsie vyrieSenych tloh. Zapisaniu znamky moze predchadzat rozhovor o niektorych
tlohéch ktoré ste riesili.

0 Nulta podualoha

Do textu rieSenia nezabudnite prosim vyplnit dva udaje: celé meno a odhadovany €isty €as (v hodindch) straveny rieSenim
loh. Tento idaj nebude mat vplyv na hodnotenie, chcem ho kvoli lepsej kalibracii tiloh v budiicnosti.

1 Prechadzka na sedem

Dany je neorientovany graf G. Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory spoéita, kolkymi sposobmi vieme v grafe G
spravit sedem krokov po hranéch tak, aby sme sa nakoniec vratili tam, kde sme zacinali.

(Formalne, chceme podet osmic vrcholov (vg, vy, ..., vr7) takych, Ze vg = vy a Vi : v;u;41 je hranou v G. Podotykame, Ze v;
nemusia byt navzdjom rozne.)

2 Lampy v Kocurkove

Kocurkovo ma stromova topolégiu. Vrcholy stromu volame lokality a ich pocet znac¢ime n. Hrany volame ulice. Kazda ulica
mé pouliéné osvetlenie, ktoré je bud zapnuté alebo vypnuté.

Na zaciatku dostanete popis topoldgie Kocturkova. Potom budete dostévat postupnost poziadaviek. Kazd4 z nich méa bud
tvar ,rozsviet vSetky ulice na ceste z a; do b;* alebo tvar ,zhasni vSetky ulice na ceste z a; do b;*. Po kazdej poziadavke
treba oznamit, kolko ulic v celom Kocurkove v danej chvili svieti.

Navrhnite algoritmus, ktory kazdu poziadavku spracuje v Case O(log2 n).

Partial credit: Ak vysSie uvedend tlohu neviete riesit, popiste aspori, ako ju riesit v ¢ase O(log n) ak vsetkych n Koctrkovskych
lokalit lezi na jednej ceste.

3 Hiusky, htsky, podte domov!

Na vodorovnej rovine je nakreslend nekoneéné $tvorcova sief a na tej je zvolend suradnicovéd ststava. Na policku (0,0) je
domdéek. Na niektorych polickach siete stoja hiisky. Na kazdé policko sa zmesti lubovolne vela hiisok.

S hiskami hraji Augustin a Marian nasledujicu zabavnt hru. Hradi fahaja striedavo, zac¢ina Augustin. Hraé na tahu si musi
vybrat Tubovolnt jednu hisku a t presunif z jej aktudlneho poli¢ka na Tubovolné iné, ktoré je blizsie k doméceku. (Formalne,
Euklidovskd vzdialenost stredu nového policka od stredu domdceka musi byt mensia ako t4 istd metrika pre staré policko.
Jednym z moznych tahov je zobrat Tubovolni hiisku, ktora nie je v domdéeku, a presuntt ju do doméeka. Hiskou, ktord je v
doméeku, sa uz nedéd hybat.)

Prehrava hréic¢, ktory uz nevie spravit platny tah.

a) Na zaciatku hry stoji prave jedna hiska na kazdom policku (z,y) takom, Ze |x| aj |y| st prvoéisla mensie ako 1000. Ak
obaja hraci buda hrat optimélne, kto vyhra? A akej stratégie sa méa drzat, aby vyhral?

b) Na zaciatku hry stoji prave jedna htska na kazdom z 167 policok so stradnicami (p;,p;+1), kde p1 = 2, po = 3, ...,
p1es = 997 s postupne vSetky prvocisla mensie ako 1000. Ak obaja hraé¢i buda hrat optimélne, kto vyhra a preéo?

(Neostychajte sa, obzvlast v ¢asti b, pouzit pri rieSeni tlohy program.)

4 Nejdeme, bojime sa!

Analyzujte misére verziu hry z predchadzajtucej tlohy — teda hru s rovnakymi pravidlami, v ktorej ale vyhrava hrac, ktory
uz nevie spravit platny tah. (A teda prehrava hrag¢, ktory dovedie do doméeka poslednii hisku.) Inymi slovami, vysvetlite,
ako efektivne zistit, ¢i je dand pozicia tejto hry vyhravajica alebo prehravajica.

(Efektivne rieSenie by si malo poradit s fubovolnou poziciou v ktorej stiradnice hisok v absolitnej hodnote neprekrac¢uju
1000.)

5 Slovensky pasik

Maéame pésik papiera rozmerov 3 x n. Kazdy jeho jednotkovy Stvorec chceme zafarbif na bielo, modro alebo ¢erveno, a to tak,
aby nikde neboli vodorovne alebo zvisle tri susediace policka rovnakej farby. Kolko platnych ofarbeni existuje (ako funkcia
¢isla n, sta¢i asymptoticky odhad)?



6 Hady a rebriky

Hra ,Hady a rebriky“ sa hrd na hracom plane, ktory tvoria policka ocislované od 0 (Start) do 100 (ciel). Na plane je
nakreslenych niekolko hadov a rebrikov, ich rola sa lisi len kozmeticky. Kazdy objekt (had alebo rebrik) ma svoj zaciatok na
nejakom poli¢ku z; a koniec na nejakom inom poli¢ku k;. VSetky tieto policka sti navzdjom rozne.

Hra pre jedného hraca pozostava z kol. V kazdom kole hra¢ hodi 6-stennou kockou a pohne figirku o tolko poli¢ok, aké éislo
hodil. Potom sa pozrie, ¢i na novom policku zadina objekt, a ak dno, posunie figirku po objekte na jeho koniec. (Do ciela
netreba prist presne — napr. ak hra¢ stoji na policku 98 a hodi 5, tiez dosiahol ciel.)

Popiste, ako by ste k danému hraciemu planu ¢o najpresnejsie zistili o¢akavany pocet kol hry na tiom. (MoZete predpokladat,
7e hady a rebriky st rozmiestnené tak, aby hru islo v kone¢nom ¢ase dohrat.)

7 Kodovanie

Prefix-free kéd pre abecedu X je zobrazenie k : ¥ — {0, 1}* také, ze pre kazdé =,y € 3, = # y plati, Ze k(x) nie je prefixom
k(y). Prefix-free kédy méme radi, lebo ich vieme jednoznacne a efektivne dekédovat.

Méme abecedu ¥ a pre kazdé pismeno z nej je zndma jeho relativna pocetnost f(z) v texte, ktory budeme kédovat. (Stcet
vSetkych f(x) je 1.) Prefix-free kéd k teda v priemere na zakédovanie jedného znaku textu pouzije ) f(z) - |k(x)| bitov.
Cim je tato hodnota mensia, tym je kéd lepsi.

Je zname, Ze najlepsim rieSenim vyssie popisaného problému je tzv. Huffmanov kéd kj,. Ten m4 ale jednu Skaredu vlastnost:
nezachovava lexikografické poradie. Formélne, moZe sa stat, ze v abecede X plati a < b, ale refazec kp(a) je v lexikografickom

.....

Hovorime, Ze prefix-free kéd k zachovdva poradie ak pre abecedu X ktort tvoria (postupne v tomto poradi) znaky s; < s9 <
co < sy plat] k(s1) < k(s2) < --+ < k(sp). Napriklad kéd, ktory zakdduje a ako 00, b ako 01, ¢ ako 10, d ako 1100 a e ako
11011 je prefix-free kéd ktory zachovava poradie, lebo 00 < 01 < 10 < 1100 < 11011.

Najdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory k danym hodnotdm f(s;) ndjde najlepsi prefix-free kéd zachovavajici poradie.
Za ¢okolvek polynomidlne bude vela bodov.
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