TAKE-HOME EXAM Z POKROCILYCH EFEKTIVNYCH ALGORITMOV, 2018-01-24

Pravidla

RieSenia tejto pisomnej skisky je potrebné odovzdat do Stvrtku 25. 1. 2018, 10:00 e-mailom na misof@ksp.sk. Ak
odovzdavate viacero siborov, zozipujte ich prosim. Pocas rieSenia priebezne sledujte oznamy na webstranke predmetu.

Smiete vyuzivat Iubovolné nezivé zdroje informécii ktoré existovali v okamihu zaciatku pisomky. Pochopitelne, vritane
vSetkého zverejneného na stranke predmetu. AZ do deadline je zakdzané akymkolvek sposobom diskutovat o tilohach s
kymkolvek Zivym. PouZité externé zdroje dostato¢ne adekvatne citujte. Co viete odcitovat, netreba rozpisovat. Ak ste pri
rieseni ulohy pisali program, odovzdajte aj ten.

Do hodnotenia sa vdm zapodita 5 najlepsie vyrieSenych uloh. Zapisaniu zndmky moze predchadzat rozhovor o niektorych
ulohach ktoré ste riesili.

0 Nulta poduloha

Do textu rieSenia nezabudnite prosim vyplnit dva tdaje: celé meno a odhadovany &isty €as (v hodindch) straveny riesenim
uloh. Tento idaj nebude mat vplyv na hodnotenie, chcem ho kvoli lepsej kalibracii tiloh v budiicnosti.

1 Kocka

Mame 100-stennt kocku, jej steny maji na sebe ¢isla od 1 po 100. Pri kazdom hode kockou padne jedno z tychto Cisel.
Vysledky st uniformne distribuované a navzajom nezavislé.

a) Hadzeme kockou dovtedy, kym ndm kazdé ¢islo od 1 po 100 padne aspori raz. Aka (presne) je strednd hodnota poctu
hodov, ktoré spravime?

b) Hadzeme kockou dovtedy, kym nam kazdé ¢islo od 1 po 47 padne aspori raz. Ak4 (presne) je strednd hodnota poctu
hodov, ktoré spravime?

¢) Hadzeme kockou dovtedy, kym ndm kazdé ¢éislo od 1 po 100 padne aspont dvakrat. Aka (staci na 9 platnych cifier) je
stredna hodnota poc¢tu hodov, ktoré spravime?

V dastiach a+b mozete vysledok vyjadrit pomocou zndmych matematickych konstant.
V C¢asti ¢ odporucam napisat program, ktory prislusni hodnotu vypocita. Program, ktory dany proces len simuluje, nebude
mat dostatocni presnost, a teda nebude hodnoteny v podstate ziadnymi bodmi.

2 Trimina

Néjdite algoritmus, ktory pre dané n spocita, kolkymi spésobmi vieme obdlznik rozmerov 6 x n rozdelit na 2n disjunktngch
oblasti, pricom kazda oblast musi byt stvisla a tvorend tromi jednotkovymi Stvorcami.

TLubovolny korektny algoritmus, ktorého ¢asové zlozitost je polynomidlna od n, moze dostat plny pocet bodov.

Technické detaily netreba rozpisovat, stadi sa ststredit na ,big picture* — ¢o robite, preco vas algoritmus funguje a preco je

jeho Casova zlozitost polynomidlna od n. Pre kalibraciu, v rieSeni by napr. bolo OK pouzif vetu ,pomocou backtrackingu
vygenerujem vSetky 7-prvkové permutacie bez pevného bodu“ bez rozpisovania detailov.

3 Sedem kop

Dvaja hréci sa hraju hru. Na zacdiatku hry maju jednu kopu ktort tvori n tokenov. Platny tah hraca vyzera tak, Ze si vyberie
lubovolnti neprazdnu kopu a rozdeli ju Tubovolnym sposobom na presne sedem mensich neprazdnych kop. (Vybrat si teda
moze len taki kopu, na ktorej je aspon sedem tokenov.)

Hra kon¢i, ked uz hra¢ na fahu nevie spravit platny tah. Hraé, ktory neméa ako spravit fah, prehréva.

Zistite, kto vyhré (v zévislosti od n) ak obaja hréé¢i hraja optimalne.

4 Cvika

V zimnom semestri boli tri krazky prvakov. Kazdy krazok mal cviko z analyzy s inym cviéiacim.

V letnom semestri bude opitf kazdy cvidiaci mat jedno cviko. Aby bola vyuka rovnomernejsia, bolo zavedené pravidlo, Ze
Ziadny Student nesmie v letnom semestri {st k tomu istému cvi¢iacemu, ktorého mal v zime.

Navyse je verejne znamy zoznam dvojic Studentov, ktori nesmua byt spolu na cviku, lebo by vSetkych vyruSovali.

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory nacita rozdelenie Studentov na cvikd v zimnom semestri a zoznam ,,zakazanych
dvojic* a nédjde jedno mozné rozdelenie Studentov na cvikd v letnom semestri (alebo zisti, Zze také rozdelenie neexistuje).

5 In medias meta-res

Popiste postup (t.j. polynomidlny algoritmus), ktorym vieme k lubovolnej bezkontextovej gramatike G vyrobit deterministicky
program, ktory:

e Na vstupe dostane slovo w.

e Vzdy zastane, pricom akceptuje prave vtedy, ak w € L(G).
e M4 casovi zlozitost O(|w|??).

(Pri odhade ¢asovej zlozitosti vyrobeného programu pocet neterminélov gramatiky G povazujeme za konstantu.)
Bonusovy bod za vysvetlenie ako sivisi ndzov tlohy so samotnou tlohou :)



6 Mravce lozia!

Predstavte si ,,domdéek® — taky ten klasicky obrézok, ktory sa kresli jednym fahom. Na domdek sa moézeme divat ako na
rovinny graf so 6 vrcholmi. (Jeden z vrcholov je prieseénik uhlopriecok Stvorca.)

V domcéeku méme miliardu mravcov. Na zaciatku vSetci sedia na vrchole strechy.

Mravce sa hybu v taktoch. V kazdom takte si kazdy mravec vyberie ndhodne jednu hranu vedtcu z vrcholu, kde prave sedi,
a prejde po nej. (Po prvom takte teda bude zhruba polovica mravcov na kazdom spodnom konci strechy. Na vrchu strechy
bude prazdno.)

Ak nechdme mravce po domdéeku behat do nekonecna, plati, Ze sa poéty mravcov v jednotlivych vrcholoch priblizne ustalia?
Ak 4no, na akych hodnotdch? Ak nie, budt priblizné poé¢ty mravcov vo vrcholoch pravidelne oscilovat (medzi viacerymi
dostatoéne odlisnymi stavmi), ¢ sa budi menit chaoticky?

7 Delitele

Ozna¢me p,, pocet sposobov, ako zapisat kladné ¢islo n v tvare n = ab, kde a, b si kladné celé ¢isla. Napr. p, = 3 lebo
4=4-1=2.2=1-4. (Vsimnite si, Ze zalez na poradi.)

Oznaéme g, pocet spdsobov, ako zapisat kladné ¢islo n v tvare n = ab + cd, kde a, b, ¢, d st kladné celé ¢&isla. Napr. g4 = 8,
lebo médme 4 =1-141-3 (Styri moZnosti podla toho kde je 3-ka) a4 =1-2+1-2 (dve mozZnosti pre a,b a dve pre ¢, d).

Pre kontrolu, 27121 pn =482 a Z;(fl qn = 90253.

a) Co najefektivnejsim programom zistite hodnotu Ziiolo 000, .

2000000

b) Co najefektivnejsim programom zistite hodnotu Y, = -

Body za cast b viete ziskat aj tak, Ze odovzdate program, ktory na vstupe dostane hodnoty p,, a z nich vypocita hodnoty
¢n- Ano, toto je hint.

Body za cast a viete ziskat aj bez vypoctu jednotlivych p,, len vaim to bude nani¢ pri rieSeni casti b.

V rozsahu, ktory nas zaujima, plati max, ¢, < 10°.
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