TAKE-HOME EXAM Z POKROCILYCH EFEKTIVNYCH ALGORITMOV, 2017-01-29

Pravidla

Riesenia tejto pisomnej skasky je potrebné odovzdat do pondelka 30. 1. 2017, 10:00, a to vo forméate PDF e-mailom na
misof@ksp.sk. Pocas riesenia priebezne sledujte oznamy na webstranke predmetu.

Smiete vyuzivat lubovolné neZivé zdroje informécii ktoré existovali v okamihu zacdiatku pisomky. Pochopitelne, vratane
vSetkého zverejneného na stranke predmetu. AZ do deadline je zakdzané akymkolvek spdsobom diskutovat o tilohach s
kymkolvek zivym. Pouzité externé zdroje dostatoéne adekvatne citujte. Co viete odcitovat, netreba rozpisovat.

Do hodnotenia sa vdm zapodita 5 najlepsie vyrieSenych tloh. Zapisaniu zndmky moze predchadzat rozhovor o niektorych
tlohach ktoré ste riesili.

0 Nulta podaloha

Do textu rieSenia nezabudnite prosim vyplnit dva tdaje: celé meno a odhadovany ¢€isty €as (v hodinich) straveny riesenim
uloh. Tento idaj nebude mat vplyv na hodnotenie, chcem ho kvoli lepsej kalibracii tiloh v budiicnosti.

1 K-inverzie

Uvazujme retazec sg...s,—1 € {a,b}™.

Pre takyto retazec je inverziou kazda dvojica indexov (4, j) také, ze i < j a s; > s; (Cize s; =ba s; = a).

Dalej, inverziu volame k-inverziou, ak plati j — i = k.

Navrhnite algoritmus s ¢asovou zloZitostou lepsou ako ©(n?) ktory naéita refazec a pre kazdé k od 1 po n — 1 zisti pocet
k-inverzii v tiom. (Cim efektivnejsi algoritmus, tym lepsie.)

Priklad: pre vstup baba chcete dat vystup ,2 0 1¢.

2 Kluée a dvere

Pred vami stoji labyrint: neorientovany n-vrcholovy graf. Na niektorych hranach st zamknuté dvere. V niektorych vrcholoch
st kluce. Kazdy klIa¢ vie odomknut kazdé dvere. KIG¢ si mozete zobrat, ked pridete do nejakej miestnosti, kde sa nachidza.
Odvtedy si ho mézete nosit so sebou — teda viete odomknit jednym kli¢om postupne vela dvier. Pochopitelne, kym nemate
kIu¢, neviete prejst po hrane, na ktorej st dvere.

Pre kazdé i a j nas zaujima nasledujica otazka: ,,Ak vas zhodim do vrcholu ¢ labyrintu a ddm vam za tlohu dostat sa do
vrcholu j, da sa to, a ak 4no, na kolko najmenej prechodov hranou?“ Navrhnite algoritmus, ktory spoéita odpovede na vsetky
tieto otazky. Kazdé polynomidlne rieSenie dostane body, ale na plny pocet bodov treba celkovi ¢asovi zlozitost lepsiu ako
kubickt od n. (Ideilne teda chceme algoritmus ktory aj na grafe s ©(n?) hranami néjde rieSenie v ¢ase o(n?).)

Hint: V kolkych roznych stavoch (a akjch) sa mézete pocas blidenia nachadzat?

3 Vodny slalom

Vo vodnom slalome mé trat n branok, pricom kazda je poprudna alebo protipriudna. Protipridne brdny by nemali byt
pricasté. Predpokladajme, Ze medzi kazdymi piatimi po sebe idacimi brdnami chceme nanajvys dve protiprudne. Kolko
existuje sposobov (asymptoticky, v zavislosti od n) ako sa rozhodnit, ktoré branky budd protipradne?

4 Slucky

Na liste papiera je vyznacenych n bodov. Dvaja hrac¢i sa na tomto papieri hraju hru. Hra¢ na fahu musi nakreslit uzavreta
krivku, ktord nekrizuje ani sa nikde nedotyka ani sama seba, ani ziadnej zo skor nakreslenych kriviek. NavySe musi platit, ze
kazd4 nakreslend krivka musi prechadzat presne jednym, presne dvomi, alebo presne piatimi z vyznacenych bodov.
a) Ktory hra¢ vyhra hru, ak za¢inaju s ¢istym papierom s n bodmi a obaja hraji optiméalne?
Hint: Existuje velmi struény argument. Co sa stane v prvom tahu?
b) Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory dostane na vstupe vhodne zadand poziciu, ktord mohla vzniknit pocas hry
(nie nutne optimélne hrajucich hracov) a ktory vyhodnoti, ktory hra¢ ma v danej pozicii vyhravajacu stratégiu.

5 Minima
V cyklistickej ¢asovke ide stufazit n pretekarov. Na zaciatku sa ndhodne vyZrebuje, v akom poradi startuju. V cieli je velky

trén, na ktorom sedi najlepsi spomedzi pretekdrov, ktori uz prisli do ciela. Aka je oakdvand hodnota pocétu pretekarov, ktori
sa vystriedaju na tréne pocas pretekov?

6 Vkladanie do BST

Méme pole A[0..n — 1], v ktorom plati Vi : A[i] = i. Spravime random shuffle prvej polovice pola. Nésledne spravime random
shuffle druhej polovice pola. Potom zoberieme prazdny binarny vyhladavaci strom (obyéajny, bez akéhokolvek vyvazovania)
a v poradi od i = 0 po n — 1 doni vlozime hodnotu Afi]. Aka je ofakdvana Gasova zlozitost celého tohoto postupu?

Hint: Odpoved na tato tlohu moéze vyuzivat odpoved na predchadzajicu ulohu. Presnejsie, ak to potrebujete, vase rieSenie
tejto lohy sa moze odvolat na rieSenie predchadzajtcej tlohy, a to aj ak ho nepoznéte.

7 Skoro kostra

Méame dany suvisly neorientovany graf. Kazdd hrana mé redlne ohodnotenie. Chceme néajst najlacnejsi suvisly podgraf
obsahujuci vSetky vrcholy ndsho grafu. (Priklady: Ak maja vSetky hrany kladné ohodnotenie, odpovedou je najlacnejsia
kostra. Ak maja vSetky hrany zaporné ohodnotenie, odpovedou je cely graf.)

Definujte matroid zodpovedajici tomuto problému. Dokazte, ze naozaj ide o matroid. Stru¢ne popiste pazravy algoritmus,
ktory tato tllohu optimalne vyriesi.



	K-inverzie
	Klúce a dvere
	Vodný slalom
	Slucky
	Minimá
	Vkladanie do BST
	Skoro kostra

