STRUCNE RIESENIA SKUSKY Z POKROCILYCH EFEKTIVNYCH ALGORITMOV, 2016-01-18

1 PEA-NIM :: zadanie

PEA-NIM je hra dvoch hracov. Na zaciatku hry sa na stole spravi n képok na ktorych je postupne aq,...,a, kamienkov
a zvoli sa ¢islo k < n. Hra¢ na fahu si vzdy vyberie aspon jednu a nanajvys k kopok a z kazdej vybratej kopky odstrani
lubovolny kladny (nie nulovy) pocet kamienkov. Hraé¢, ktory uz nevie spravit platny tah (kedZze vSetky kopky st prazdne)
prehrava.

Najdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory pre dané n, k a aq,...,a, zisti, ¢i je dotyéna pozicia vyhravajica pre hraca na
tahu. (Hint: Chcete vhodne zovSeobecnit riesenie pre k = 1.)

PEA-NIM :: rieSenie

Ako pre k = 1 si zapigme velkosti kopok v dvojkovej stistave: kazdé a; si vyjadrime ako Y b; ;-27. Na hodnoty b; ; sa moZeme
divat ako na 2D tabulku bitov.

Tentoraz vieme menif az k hodnot a;, teda k riadkov tabulky, naraz. Ak teda napriklad mame v nejakom stlpci samé 1,
vieme az k z nich zmenit na 0. A naopak. Co teda tesne nevieme je spravit zmenu poétu jednotiek v stipci o k + 1. To nas
moze priviest k nasledovnej hypotéze:

Povedzme, Ze pozicia je éervena, ak je v kazdom stlpci nasej tabulky pocet jedniciek delitelny k + 1. (Formélne, pre kazdé j
plati, ze k + 1 deli ), b; ;.) Ostatné pozicie budi modré. Tvrdime, ze prave vSetky cervené pozicie s prehravajuce.

Dokaz je analogicky s pripadom k = 1, len technickejsi. Je zjavné, Ze kazdy fah z dervenej pozicie vedie nutne do modrej.
To, 7e z kazdej modrej pozicie existuje tah do ¢ervenej, dokadzeme konstruktivne, podobne ako pre k = 1: ideme po stipcoch
zlava doprava a postupne si vyberame riadky, ktoré zmensime. (Prva zmena v kazdom riadku musi byt z 1 na 0.)

Hra sa vola Moorov NIM, pan E. H. Moore publikoval jej rieSenie uz v roku v 1910.

2 Logika :: zadanie

Dany je vyrok v tvare (Q121)(Q222) ... (Qnxn)p(z1, 22, ..., Tn), kde kazdé Q; je kvantifikitor (bud V alebo 3, v Tubovolnom
poradi) a kde ¢(...) je 2-CNF-SAT formula. Néjdite efektivny algoritmus ktory zisti, ¢i je tento vyrok pravdivy.

Logika :: riesenie

Toto je o ¢osi vSeobecnejsia verzia ulohy rieSenej na prednaske. Kompletné rieSenie je napr. v ¢lanku Aspvall, Plass, Tarjan:
A linear-time algorithm for testing the truth of certain quantified boolean formulas.

Zacneme tym, zZe si vSetky klauzuly zapiSeme ako implikdcie a zaznac¢ime ako orientované hrany v grafe. Najdeme silno sivislé
komponenty, ¢im zistime, ktoré dvojice literalov st ekvivalentné. Ako v 2-SATe, aj tu plati, Ze ak v nejakom komponente
mame aj premennu aj jej negaciu, odpoved je nie. NavySe vSak pribudne niekolko novych typov problémov:

e Ziaden vseobecne kvantifikovany vrchol nesmie byt dosiahnutelny z iného vSeobecne kvantifikovaného vrcholu. Ak
takéto nieco nastane, vyrok uréite nie je pravdivy: nepriatel vie tieto dva vrcholy ohodnotit tak, aby vyrobil spor.

e NavySe eSte nesmie nastat situdcia ze v nejakom silno stvislom komponente mame aj existencéne kvantifikovany vrchol

.....

¢islo (teda ¢ < 7). Totiz nech by sme akokolvek zvolili hodnotu z;, jedna z dvoch moznych hodnét z; vyrobi spor.

Obe tieto podmienky vieme vhodnym algoritmom kontrolovat v linedrnom case.

Pridam este poznamku, Ze na zistovanie, ¢i je nas vyrok pravdivy, sa oplati pozerat ako na hru. Ideme cez premenné zlava
doprava, pri¢om my volime hodnoty existen¢ne kvantifikovanych premennych a nas nepriatel voli tie vSeobecne kvantifikované.
Hru vyhrame vtedy, ak po zvoleni vSetkych hodnét vznikne z ¢ pravdivy vyrok. No a pévodny vyrok je pravdivy prave vtedy,
ak v tejto hre mame vyhrévajtcu stratégiu.

3 Kombinatorika :: zadanie
Ozna¢me S(n) podet sposobov ako zapisat n ako stiéet prave troch prvodisiel, pricom zalezi na poradi a navyse pozadujeme,
aby asponi jedno z prvocisiel malo v sebe podretazec 47. Napr. S(51) = 3 lebo 51 =2 +24+47=24+47+2 =47+ 2+ 2.

N4jdite Z:Liolo 99(5(n))2. Ano, programom. Odovzdajte aj ten (a jeho struény popis), nie len &slo.



Kombinatorika :: rieSenie

Pre i =1...10% polozme p; = 1 ak i je prvocislo a ¢; = 1 ak i je prvocislo neobsahujtice podrefazec 47. Ostatné p; a ¢; st
nulové. (Hodnoty p; ndjdeme napr. Eratostenovym sitom, hodnoty ¢; z nich priamociarou kontrolou.)

Uvazujme teraz polyném p(x) ), piz’. Zjavne koeficient pri 2" v polynéme p3(x) predstavuje pocet trojic prvocisiel ktoré
majt sicet n, ¢ize takmer presne nami hlfadantt hodnotu S(n). Rozdiel je uz len v tom, Ze v nasom koeficiente p* st zaratané
aj tie trojice, v ktorych ziadne prvocislo neobsahuje 47.

Kolko je tychto zljch trojic? To ndm povie koeficient pri 2" v polynéme ¢3(x) definovanom analogicky hodnotami g;.

Staci teda pomocou DFT/NTT spocéitat polynémy p* a ¢®. V poslednom kroku (pri zistovani skuto¢nej hodnoty hladanej
sumy) sa oplatilo bud pouzit jazyk, ktory vie velké ¢isla, alebo spoéitat vysledok modulo dve rézne prvoéisla a presni hodnotu
dostat napr. z Wolfram Alpha alebo ru¢ne pomocou ¢inskej zvyskovej vety.

4 Kombinatorika pre hackerov :: zadanie

Python mé v sebe efektivnu implementaciu ndsobenia velkjch ¢isel. Popiste, ako pomocou nej vyriesit predchadzajicu tilohu
— bez toho aby ste museli (okrem samotného najdenia prvocisiel) implementovat akykolvek pokro¢ily algoritmus. Staci sa
ststredif na popis hlavnej myslienky, nemusite vyrobif kompletny funkény program.

(Kvoli horsim konstantdm neodporiudam pouzit tento program na riesenie predchddzajicej tlohy. Your call.)

Kombinatorika pre hackerov :: rieSenie

Intuitivne si riesenie tejto ilohy mézete predstavit nasledovne: Namiesto polynému 2243z +2 budeme mat ¢islo 1 00003 00002.
Ked teraz toto ¢islo napr. umocnime na druhi, dostaneme 1 00006 00013 00012 00004. Vidite analégiu s (22 + 3z + 2)2?

Teraz poriadnejsie.

Rozmyslime si, ze kazda z hodnét S(i), ktoré nas zaujimaju, je pomerne mala. Prvocisel do 10° je menej ako 10°, pre kazdé
konkrétne n < 10° je teda menej ako 10'° trojic prvoéisiel so sticétom n. (Ked zvolime prvé dve prvoéisla, tretie ¢islo je
jednoznacéne uréené.) Tento odhad je velmi velmi volny, ale posluzi.

Namiesto nésobenia polynémov si teraz mozeme definovat ¢isla P = Y, p; - 2% a Q = Y, ¢; - 24%°. Ked teraz spocitame
napriklad hodnotu P3, tak jej bity 40n az 40n +39 budi obsahovat t1 istt hodnotu, ktort sme v tilohe 3 dostali ako koeficient
pri 2 v p3. (Pre¢o? Lebo 240 > 100, a teda nenastane pretecenie.) Analogicky spracujeme ) a sme hotovi.

Inymi slovami, namiesto toho, aby sme poéitali p?(z), pouzili sme existujticu implementéciu nasobenia na vypoéitanie hodnoty
p3(2%%), no a z tej vieme jednoznacne uréit koeficienty p(z).

5 Jezibaba :: zadanie

Jezibaba poznd niekolko receptov. Vsetky recepty st nasledovného typu: ,ak zoberies elixir mladosti a povaris ho s babim
uchom, dostanes elixir pravdovravnosti“. Existuje e réznych elixirov a s réznych surovin. Kazda surovina méa svoju cenu.
Jezibaba by chcela lexikén, pomocou ktorého bude vediet v asymptoticky optimdlnom éase odpovedat na otézky nasledovného
typu: ,,mam elixir poméahajici proti otlakom na nohéch, chcem z neho spravit elixir proti smradlavému dychu, akym postupom
je to najlacnejsie?

Popiste, ako taky lexikén co najefektivnejsie vyrobit a ako podla nej pre Tubovolné dva elixiry zostrojit (jeden Iubovolny)
optiméalny postup v optimalnom ¢ase (alebo ozndmit, Ze dand tloha nem4 rieSenie).

(Nikde nie je povedané, ze by lexikén mal byt tvoreny e? disjunktnymi navodmi. Za Tubovolné riesenie, ktorého ¢as predspra-
covania od e zavisi lepsie ako kubicky, bude vela bodov.)

Jezibaba :: riesenie

Toto je tloha o najkratsich cestach v grafe.

Ak je receptov maélo, jezibabe sa najviac oplati e-krat spustit Dijkstru: raz pre kazdy elixir ako ciel. V ramci Dijkstrovho
algoritmu pdjdeme z ciela proti smeru hran, spocitame si do kazdého vrcholu najkratsiu cestu, a taktiez si pre kazdy vrchol
zapaméitame hranu, ktorou bolo dotyéné minimum dosiahnuté — ¢ize hranu hovoriacu, kadial sa najlepsie ide do ciela.

Ak je receptov vela, lep$im rieSenim je upravit all-pairs shortest paths algoritmus z prednasky. Tam sme si ukazovali, ako
prerobit Floydov-Warshallov algoritmus z ¢asu ©(n3) na lepsiu verziu beziacu v ¢ase nasobenia matic.

To, ¢o teraz potrebujeme dorobit, je pamétanie si, kadial ist. Intuitivne by ste si zrejme chceli pamétat pre kazda dvojicu
elixirov ey, es prvy vrchol na optimélnej ceste — teda odpoved na otédzku ,,ak mam e; a chcem es, na aky elixir mam prerobit
e1?7“ Toto sice ide, ale implementacia mé zbyto¢ne vela Specidlnych pripadov.

Omnoho lepsim riesenim je pamitat si nejaky Iubovolny vrchol na optimdlnej ceste. Rozmyslite si, Ze aj pomocou takejto
informacie vieme Iubovolnii cestu zrekonstruovat v ¢ase priamo imernom jej dlzke.

No a kde tato informéciu vezmeme? Pri klasickom Floydovom-Warshallovom algoritme staéi robif nasledovné: vzdy, ked
nejakd hodnotu DJi, j] zlep§im pomocou DJi, k] + D[k, j], zapaméitam si, ze z ¢ do j sa ide cez k. Analdgiu tejto myslienky
vieme dorobit aj do naSej efektivnejSej implementéacie.




6 Lo mem knapsack :: zadanie

Méme instanciu klasického 0-1 knapsacku, teda n predmetov, kazdy s nejakou vdhou w; a cenou ¢;, a mame maximalnu
celkovil VAhU Wynqey. VSetky w; aj Wimae st kladné celé &isla neprevysujice 10°.

Cheeli by sme najst jedno konkrétne optimélne rieSenie (konkrétnu podmnozinu predmetov, nie len sicet ich cien). Mame
v8ak k dispozicii len O(nwq,) €asu a O(wpq,) paméte. Najdite a dostatoéne detailne popiste algoritmus ktory ulohu s
tymito obmedzeniami vyriesi, alebo dokazte, Ze takyto algoritmus nemdze existovat.

Lo mem knapsack :: riesenie

Standardnd knapsackova rekurencia vyzera nasledovne: Ozna¢me si Bl[i,j] najlepsiu cenu riesenia, ak spomedzi prvych i
predmetov smieme vybrat Tubovolnt podmnozinu s vahou nanajvys j. Vo v8eobecnosti s dve moznosti: bud BJi, j] = Bli—1, j]
(teda i-tu vec nevyberieme), alebo Bli,j] = ¢; + Bli — 1,7 — w;] (teda ju vyberieme). Prvii moznost méme na vyber vzdy,
druht len ak j > w;. My si samozrejme vZdy, ked mame na vyber, vyberieme t( moznost, ktord ndm da vicsiu cenu.

Cena optimélneho rieSenia zadanej instancie je hodnota B[n, wy,q.]. Pomocou vy$sie uvedenej rekurencie vieme tto hodnotu
vypoditat v ¢ase a pamiiti O(nwq.)-

Ak si v8imneme, ze BJi,j] sa odvoldva len na nejaké hodnoty B[i — 1,7], vieme si pamitat len dva riadky a pamit tak
zredukovat na ©(wpmaz). Z takto upraveného riesenia sice nevieme priamo zostrojit konkrétny optimalny vyber predmetov,
tu je ale lahkd pomoc — ako posledny myslienkovy krok teraz pouzijeme Hirschbergov trik (na prednédske ukazovany pre LCS).

7 Domecéek :: zadanie

Predstavte si ,domdéek* — taky ten klasicky obrazok, ktory sa kresli jednym fahom. Na domdek sa mozeme divat ako na
rovinny graf so 6 vrcholmi. (Jeden z vrcholov je prieseénik uhloprie¢ok $tvorca.) Uvazujme vietky sledy dizky n, ktoré
zac¢inaji na vrchu strechy. Chceme vediet, kolko ich je.

Ako by ste napisali ¢o najefektivnejsi program, ktory to pre dané n exaktne spoéita?

Asymptoticky kolko je tych sledov v zavislosti od n?

Domcek :: riesenie

Nech A je matica susednosti doméeka. V matici A™ na saradniciach [i, j] zjavne dostavame poéet sledov dlzky n, ktoré veda
z vrcholu 4 do vrcholu j. Na exaktné rieSenie naSej tillohy teda staci efektivne spocitat A™ a néasledne sé¢itat vSetky hodnoty
na stradniciach [0, j] (kde 0 je ¢islo vrcholu strechy).

Maticu umocnit na n-ti vieme pomocou O(logn) nasobeni matic (exponentiation by squaring). KedZe ide o maticu 6 x 6,
netreba riesif blbosti, samotné nasobenie robime kubickym algoritmom. Co vSak treba riesit? Koeficienty v matici A™ rast
exponencialne s n-kom, nasobime a séitujeme teda velké ¢isla. Nasobenie tychto velkych éisiel treba robif efektivne. Ak na
to pouzijeme nejaka varidciu FFT, dostdvame vyslednt ¢asovi zlozitost celého algoritmu O (nlogn).

Najvicsie vlastné ¢islo matice A ma hodnotu « =~ 3.468. Zodpovedajuci vlastny vektor nie je kolmy na (1,0,0,0,0,0). Pocet
sledov dlzky n vieme zapisat ako (1,0,0,0,0,0) - A”. Z vyssie uvedenych skutocnosti vyplyva, 7ze pocet sledov rastie rovnako
rychlo ako ™.
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