SAMPLE: TAKE-HOME EXAM Z POKROCILYCH EFEKTIVNYCH ALGORITMOV

Pravidla

Riesenia tejto pisomnej skisky je potrebné odovzdat do FIXME, a to bud vo formate PDF e-mailom na misof@ksp.sk alebo
v case FIXME osobne na M-263.

Pocas rieSenia je povolené vyuzivat lubovolné nezivé zdroje informacii ktoré existovali v okamihu, ked ste do rik dostali jej
zadanie (pochopitelne, vratane vSetkého zverejneného na stranke predmetu). Pouzité externé zdroje adekvatne citujte. Az
do deadline (a to bez ohladu na to, kedy odovzdate svoje rieSenia) je zakdzané akymkolvek sposobom diskutovat o tillohach
s kymkolvek zivym. Do hodnotenia sa vdm zapoc¢ita 5 najlepsSie vyrieSenych tloh. Zapisaniu zndmky moze predchadzat
kratky rozhovor o niektorych tulohach ktoré ste riesili.

1 Ukazkové zadanie 1

Na 8achovnici rozmerov n X n je v vezi. S nimi hraju dvaja hraci nasledovnt hru: Hrag, ktory je na tahu, si vyberie Tubovolni
jednu vezu a tou potiahne bud dodola alebo dolava. Potiahnuf vo zvolenom smere moze o Iubovolne vela policok, avSak
aspoii o jedno (t.j. nemoze nechat vezu tam kde bola). Veza pocas svojho tahu moze prechadzat cez policka kde stoja iné
veze, dokonca sa medzi tahmi na kazdom policku moze nachddzat Iubovolne vela vezi. Hrag, ktory uz nevie spravit platny
tah (lebo vSetky veze st uz v lavom dolnom rohu) prehréva.

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory z poc¢tu vezi a zo stradnic jednotlivych veZi vypocita, ¢i je dand pozicia hry
vyhravajuca alebo prehravajica — teda ¢i existuje vyhravajuca stratégia pre hraca, ktory je prave na tahu.

2 Ukazkové zadanie 2

Dané st prirodzené ¢isla aq, as, . .., a, a rozumne malé prirodzené ¢islo s.
Navrhnite algoritmus, ktory spoéita, kolko existuje sedmic indexov (by,...,b7) takych, ze ap, + - + ap, = s.
Hodnoty b; nemusia byt navzdjom rozne. Na ich poradi zalezi.

Na plny pocet bodov by vas algoritmus by mal byt prakticky pouZitelny pre n < 10° a a;, s < 106.

Nejaké body budt aj za algoritmus pouzitelny pre n < 100 a a;, s < 10°. Nie, 1007 nie je dostato¢ne malé &slo.

(Technicky detail: Pre jednoduchost predpokladajte, ze ¢isla radovo také velké ako maximalna mozné sprévna odpoved sa
vam eSte pohodlne zmestia do beZnych premennych.)

3 Ukazkové zadanie 3

Méme obdlznik rozdeleny na 3 x ¢ poli¢ok. Na zadiatku je prazdny. Na jeho policka budeme klast kamienky, na kazdé najviac
jeden. Pritom musime dodrzat nasledovné pravidlo: Nikde nesmi byt tri kamienky v rade vedla seba (v riadku, stipci ani na
uhlopriecke).

Rozlozenia kamienkov, ktoré spliiaji vyssie uvedenti podmienku, budeme volaf pozicie.

Navrhnite algoritmus, ktory nacita konkrétnu poziciu a ¢o najefektivnejsie vypocita pocet réznych pozicii, ktoré st z nej
dosiahnutelné pridanim dalsich kamienkov.

4 Ukazkové zadanie 4 (tazsie)
V hre zo zadania 3: Pre dané ¢, kolko roznych pozicii (asymptoticky) existuje?

Inymi slovami, kolkymi sposobmi vieme rozlozit Tubovolne vela kamienkov tak aby bola splnend podmienka?
Ak neviete najst presné rieSenie, najdite aspon ¢o najtesnejsi dolny a horny odhad.

5 Ukazkové zadanie 5, 6, 7

SPOILER ALERT

na druhej strane st riesenia



RieSenie: Ukazkové zadanie 1

Polynomialne riesenie dostaneme napriklad tak, ze si uvedomime, Ze vSetky veZe st na sebe nezavislé, ide teda o stucet v hier.
Sta¢i ndm teda vypodéitat Sprague-Grundyho hodnotu pre kazdé policko Sachovnice pri hre s jednou vezou a potom pozriet,
kde stoji nasich v vezi, a prexorovat hodnoty pre prislusné policka.

Samotny vypocet Sprague-Grundyho ¢isel vieme spravit napr. polohrubou silou v éase O(n?): postupne prechddzame sachov-
nicu, pre kazdé policko prejdeme vSetky na ktoré z neho vieme tahat a ndjdeme najmensie ¢islo, ktoré sa medzi ich ¢islami
nenachadza.

Este jednoduchsie a efektivnejSie riesenie vSak dostdvame ked si uvedomime, Ze kazda veza st vlastne dve nezévislé kopky
NIMu: kazd4 suradnica zvI4st. Ide teda o dobre zamaskovany obycajny 2v-kopovy NIM. Prehravajice pozicie si zjavne prave
tie, kde je xor vSetkych 2v stradnic vezi rovny nule.

RieSenie: Ukazkové zadanie 2

Zostrojime si polyném p(x) = Y. 2, pri¢om staci uvazovat len tie a; ktoré s < s. V ¢ase O(slogs) pomocou DFT/NTT
vypoéitame p7(z). Koeficient pri #° v tomto polynéme je zjavne rieSenim nasej tlohy.

Pre n = 100 existuji aj pomalSie rieSenia vyuzivajice bud vhodné dynamické programovanie alebo meet in the middle. Prvy
pristup vedie k ¢asu O(ns), druhy k éasu O(n*logn).

Pri dynamickom programovani si kladieme otézky tvaru Q(z,vy, z) =,Kolkymi spésobmi viem vyrobit hodnotu z ako stadet
presne y s¢itancov, pri¢om kazdy z nich je jedno z ¢isel aq,...,a,7¢

Pri meet in the middle vygenerujeme zvlast vSetky mozné sucty pre (by, ba, b3) a zv1ast vsetky pre (by, bs, bg, b7).

RieSenie: UkazZzkové zadanie 3

Dynamické programovanie s priblizne c - 72 stavmi. Riesime otazky nasledovného tvaru: ,kolkymi spésobmi viem pridat
kamienky na prvych i stipcov, ak st v stipcoch i+ 1 a i +2 kamienky na tjchto konkrétnych miestach?“ Pri rieseni konkrétnej
otazky vysktsame vSetky pripustné moznosti ako budi rozlozené kamienky v i-om stlpci a zakazdym sa rekurzivne zavolame
s 0 jedno mensou hodnotou 1.

Nizsie uvadzam zjednodusent implementaciu fungujicu pre prazdny plan 3 x c¢. Na jej Gpravu na vSeobecné riesenie by bolo
potrebné naditat popis uz rozloZenych kamienkov a potom vo funkcii soive preskocit tie moznosti pre premenni so ktoré nie
st nadmnozinou zadanych kamienkov v dotyénom stipci.

# kazdy stlpec ma jeden z tvarov 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110
# toto interpretujeme ako cisla 0-6 v dvojkovej sustave

def compatible(s0,sl,s2):
# mozu po sebe nasledovat stlpce s kodmi s0, sl, s2°?
# vyrobime si maticu 3x3 v ktorej su zaznacene nase stlpce
matrix = [ [ col & 1l<<row != 0 for col in [s0,sl,s2] ] for row in range(3) ]

# skontrolujeme vsetkych 5 zvysnych trojic
if all( matrix[0] [i] for 1 in range(3) ): return False

if all( matrix([1][1i] for 1 in range(3) ): return False
if all( matrix([2][1i] for 1 in range(3) ): return False
if all( matrix([i][1i] for 1 in range(3) ): return False
if all( matrix[i][2-1] for i in range(3) ): return False

return True
memo = {}

def solve(c,sl,s2):
# kolkymi sposobmi sa da vyplnit prvych c stlpcov, ak stlpce c+l a c+2 obsahuju patterny sl a s2?

if ¢ == 0: return 1

key = (c,sl,s2)

if key in memo: return memo[key]
memo [key] = 0

for sO0 in range(7):
if compatible(s0,sl,s2):
memo [key] += solve(c-1,s0,s1)
return memo [key]

def count (c):
# kolkymi sposobmi sa da vyplnit prazdna plocha 3xc?
return sum( solve(c-2,1i,Jj) for i in range(7) for j in range(7)

print ( count ( int (input()) ) )



RieSenie: Ukazkové zadanie 4

S tymto je trochu viac prace a je vhodné pomdct si programom.

7 povahy problému je jasné, Ze pocet pozicii bude od ¢ zavisief exponencidlne. V praxi potom staéi spravit program ako
ten, ktory sme videli v rieSeni predchadzajtcej tlohy. Ked ho spustime s ¢ = 98,99, 100, uvidime, Ze kazda dalSia vystupnd
hodnota je priblizne rovnakym konstantnym nasobkom predchadzajice;j.

My vsak teraz chceme korektné teoretické riesenie: nielen néjst spravnu konstantu, ale aj zdovodnit, Ze je to naozaj ona.

Zaéneme tym, Ze si uvedomime, Ze pre kazdy stipec zvlast mame 7 moznosti ako ho vyplnit — nie 8, kedze nemédzeme daf
kamienky naraz na vSetky tri jeho policka. Toto nam déva horny odhad, Ze pozicii je nanajvys 7°¢.

Ur¢ite mozeme dokola ukladaf kamienky tak, ze vyrobime dva Iubovolné stipce a potom nechidme jeden prazdny. Pozicii
takéhoto typu je pre ¢ = 3k + 2 presne 72*. Asymptoticky sme teda nagli radovo 72¢/3 &~ 3.6593¢ platnych pozicii. Ich celkovy
pocet teda musi rast aspon takto rychlo.

Pocet pozicii teda zjavne rastie exponencidlne. Ako zistit presnt hodnotu zékladu tejto exponencidlnej funkcie? Predstavme
si, ze pre konkrétne ¢ spo¢itame vSetky platné pozicie. Tieto si mozeme rozdelit do 7 x 7 vedierok podla toho, ako v nich
vyzerajt posledné dva stipce. TakZe namiesto jedného poétu p. vietkych pozicii mame teraz 49 poctov: p.o, ..., Pe.as-

Z poGtov peo, ..., Deas vieme vypocitat poCty peyi10, ..., Det1,4s. (Toto je to isté dynamické programovanie ktoré sme
pouzili v predchadzajtcej tlohe, navyse zjednodusené o to, Zze nemame vopred rozloZené Ziadne kamienky.)

Presnejsie, kazdé p.11,; je sictom niektorych p. ;: tych, ktoré st kompatibilné. Index j kéduje obsah stlpcov ¢ — 1 a ¢, index
i kéduje obsah stipcov ¢ a ¢+ 1. Oba tieto indexy sa musia zhodovat na stipci ¢ a navyse musi platit, Ze nikde v tjchto troch
stipcoch nevznikne vodorovna ani sikméa trojica kamienkov.

Vys$sie uvedené podmienky sa najlahsie skontroluji programom. Vysledky skiisania si mozeme zapisat ako maticu A rozmerov
49 x 49, pre ktoru plati

Ve>2: (peo, -y Peas) A= (Pet1,0, ---» Pet1,48)

ako 5.27093639¢.

Navyse zistime, ze vlastny vektor ¢ prislichajici k najvic¢Siemu vlastnému ¢&islu mé vsetky zlozky kladné redlne. Zaciatocéné
podmienky pre nasu rekurenciu st Vi : p2; = 1, takZe pocty platnych pozicii pre ¢ stipcov vypocitame ako (1,...,1) - A2,
No a vektor (1,...,1) m4 s vektorom ¢ nenulovy skaldrny sucin, ¢ize nie st na seba kolmé. Inymi slovami, ked vektor
zaCiatoénych podmienok zapiseme v baze tvorenej vlastnymi vektormi, bude zjavne mat nenulovi zlozku v smere ¢. Preto
velkost vektora (1,...,1) - A°~2 naozaj rastie s rastiicim ¢ vyssie uvedenou rjchlostou.

Pocet platnych pozicii na plane rozmerov 3 x ¢ teda rastie radovo rychlostou 5.27093639¢.
# pouzivame take iste kodovanie stlpcov a funkciu compatible(s0,sl,s2) ako minule
# zostrojime maticu A v ktorej na policku [i+7%j] [j+7*k] bude 1 ak po stlpcoch i, j moze nasledovat stlpec k

A= [ [ 0 for j in range(49) ] for i in range(49)
for 1 in range(7):
for j in range(7):
for k in range(7):
if compatible (i, j, k):
A[i+7%3] [J+7xk] = 1

import numpy

eigenvalues, eigenvectors = numpy.linalg.eig(A)
print ( eigenvalues[0] )

print ( list (eigenvectors([:,0]) )
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