DFT a NTT

miSof

1 Prerekvizity z matematiky

1.1 Lagrangeov tvar interpolacného polynému

Majme body (zo,¥0), -, (Zn-1,Yn—1), priom vsetky z; st navzajom rozne. Chceme zostrojit po-
lyném stupina ostro mensieho ako n, ktory cez vsetky tieto body prechédza. Uvazujme nasledujtce
polyndémy:

0i(x) == L7 Tm
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Kazdé ¢; je skutofne polyndm: v Ccitateli zlomku je stcin linedrnych termov obsahujicich
premennt x, v menovateli si¢in konkrétnych nenulovych konstant.

Lahko sa presved¢ime, Ze hodnoty £;(x;) st vSetky rovné 1, a ze pre i # j je {;(x;) = 0. To
je vyborné, lebo vdaka tomu teraz z tychto pomocnjch polynémov lahko naskladdme hladany
interpolacny polyndém:

L) =Y uts)
j=0

1.2 Interpolacny polyném je jednoznacne urceny

Na interpoléciu sa moZeme divat ako na stistavu n linedrnych rovnic (pre kazdy bod jedna rovnica)
s n neznamymi (koeficienty pri z° az 2"~ v hladanom polynéme). Matica tejto ststavy je tzv.
Vandermondova matica, o ktorej sa da dokézat, Ze je vidy reguldrna — a teda existuje prave jedno
rieSenie. (Determinant tejto matice je rovny sacinu vsetkych rozdielov tvaru x; — x; pre i < j.)

Iny dokaz jednoznacnosti interpola¢ného polynému vyplyva zo zdkladnej vety algebry, ktora
hovori, ze kazdy nekonstantny polyném nad C mé koren.

Dosledky tejto vety: Kazdy nekonstantny polyném stupnia n nad C ma prave n korenov. Kazdy
nekonstantny polyném nad C vieme zapisat v tvare sucinu koreriovych éinitelov — teda v tvare
p(z) =c T (x — ki), kde k1, ...k, st jednotlivé korene a ¢ je nejakd konstanta.

Co by sa stalo, keby existovali dva rozne interpola¢né polynémy p; a ps? Ich rozdielom by bol
polyném r, ktory nie je konsStantny (lebo p; a py s rozne) a je stupiia mensieho ako n (lebo aj py
aj pa s stupila mensieho ako n). Polyném r by ale mal aspon n korenov (vSetky hodnoty x; st
jeho korenimi), ¢o je spor.

1.3 Komplexné odmocniny z 1

Uz vieme, Zze v komplexnych ¢islach mé polyném z™ — 1 prave n koretiov. Lahko overime, Ze s
vSetky navzdjom rozne, a dokonca ich vieme Tahko explicitne zapisat. V komplexnej rovine tychto
n komplexnych ¢isel lezi na jednotkovej kruznici a tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.



Ked zoberieme ,kanonicky“ koreii w, = cos(27/n) + isin(27/n) = 2™/

zeme zapisat v nasledovnom tvare: w0, wl, ..., wnl

Ked bude n z kontextu jasné, budeme namiesto w,, pisat len w.

, vSetky korene mo-

Este uvedieme jedno zaujimavé pozorovanie, ktoré ndm bude neskdr uzitocné: pre kazdé n > 1
plati, Ze stidet vSetkych n-tych odmocnin z jednotky je nula. Toto je vidiet napr. zo symetrie: ked
si oznacime s = w® + w! 4 --- + w1, tak vidime, 7Ze ws = w! +wW? + - +wW" = s, a kedze w # 1,
musi byt s = 0.

(Vyssie uvedeny dokaz si predstavte graficky. Zoberme v komplexnej rovine n bodov predsta-
vujucich vSetky n-té odmocniny. Ich saéet musi byt nulovy, lebo sa nezmeni, ked vSetky body
zrotujeme o 27 /n radidnov okolo nuly.)

Plati dokonca aj vSeobecnejsia vlastnost. Uvazujme nasledujici sucet vSeobecnejSej geometric-
kej postupnosti: s = w® + w® + - - - + w*™ =1 Analogickou tvahou ako vyssie vidime, ze w®s = s.
Méme teda len dva pripady: bud w® = 1 alebo w® # 1. V prvom pripade je s =1+1+4---4+1=n,
v druhom pripade je nutne s = 0.

2 Dve reprezentacie polynémov

Majme polyném A(z) = E;:OI a;z'. Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze n je mocninou
dvoch — ak treba, doplnime dalsie ¢leny s koeficientom 0.
Jednou reprezentaciou tohto polynému je vektor jeho koeficientov: postupnost (ag, a1, ..., an—1).
Ako sme préave videli, polynémy vieme reprezentovat aj inym sposobom: ked pozname n, mo-
zeme si pevne zvolit Tubovolnych n roznych hodnot x; a polyndém si reprezentovat jeho funkénymi
hodnotami pre tieto vstupy.

Priklad: Kvadraticki funkciu f(z) = 22—32+2 si modZeme reprezentovat ako vektor koeficientov
(2,-3,1,0). Taktiez si ale mozeme zvolif, Ze polynémy vyhodnocujeme v bodoch 0, 1, 2, 3 a
nésledne nasu konkrétnu funkciu f moézeme reprezentovat ako vektor funkénych hodnot: (2,0, 0,2).
N4&s polyndém je tymito funkénymi hodnotami jednoznacne urceny. Presnejsie, existuje prave jeden
polyném nanajvys tretieho stupna, ktory nadobtuda v nami zvolenych styroch bodoch tieto funkéné
hodnoty.

2.1 Nasobenie v novej reprezentacii

Naco je dobra tato nova reprezentacia? Dobre sa v nej polyndmy nasobi. Presnejsie, ak mame
dva polynémy, ktorych stucin je eSte stile stupna mensieho ako naSe pevne zvolené n, tak nasa
reprezentécia staci na jednoznacné urcenie vysledku.

Priklad: Pokra¢ujic vo vyssie uvedenom priklade, zoberme linedrnu funkciu g(z) = 4z + 3.
Jej nové reprezentacia (t.j. funkéné hodnoty v bodoch 0 az 3) je (3,7,11,15). Stéin f - g teraz
vypocitame jednoducho: po zlozkich vynasobime nase dva vektory. Stcin f-g méa teda nasledovni
reprezentaciu pomocou funkénych hodnot: (2-3, 0-7, 0-11, 2-15) = (6,0,0, 30).

Toto nas vedie k nasledujiicej schéme algoritmu na nasobenie polynémov:

ndjdi dostatolne velké n (vacSie ako stlet stupiiov f a g).
vyhodnot polynémy f, g v Tubovolnjch (ale tych istjch) n bodoch
ziskané hodnoty po dvojiciach vynasob

interpoléaciou ziskaj vysledok
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Krok 2 ani krok 4 zatial nevieme robif lepsie ako v kvadratickom ¢ase. V nasledujicom texte
si ukdZzeme vyrazne efektivnejSie rieSenie.



3 Diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

Pripomerime si, ¢o chceme: vediet efektivne prevddzat medzi nasimi dvomi reprezentdciami poly-
némov.

Vo v8eobecnosti je to fazky problém. Ak chceme v nejakom bode vyhodnotif polyném, ktory
ma stupeti rddovo n, potrebujeme na to O(n) krokov vypoctu. Na nasu konverziu potrebujeme
takyto polyném vyhodnotit az v n roznych bodoch. Ak by sme to robili postupne, trvalo by nam
to ©(n?), ¢ize by sme uz nemali Sancu dostat efektivny algoritmus na nésobenie.

Predchadzajuci odsek mozeme ¢itat aj ako ndvod: ak chceme efektivnejsi algoritmus, musime
najst sposob, ako dany polyném vyhodnotit naraz vo vela bodoch.

Kde je nejaké volnost, ktord by ndm to umoznila? To, ¢o si mdzeme zvolit, je mnozina bodov,
v ktorych nasSe polynémy vyhodnotime. A ukéaZze sa, Ze Sikovnou volbou tychto bodov skutocne
vieme dosiahnut lepsiu ¢asovu zlozitost.

Ako nase body si zvolime. .. chvilka napétia... &no, prave n-té komplexné odmocniny z jed-
notky. Ukaze sa, ze prave ich symetria povedie k zelanému zefektivneniu algoritmov.

3.1 Formalna definicia DFT

Pripomenme si, ze predpokladame, Ze n je mocninou dvoch. Formalne je DFT transformacia na
n-prvkovych vektoroch komplexnych ¢isel.

Vstupny vektor si oznaéme A = (ag,as1,...,a,—1). Tento vektor interpretujeme ako (poten-
cidlne komplexné) koeficienty polynému A(z) = Y a;z*. V§stupom transformécie DFT bude vek-
tor (ag,al,...,a,_1), pre ktory plati a; = A(w?,). Inymi slovami, vystupom DFT je reprezentacia

toho istého polynému prostrednictvom jeho funkénych hodnét v n-tych komplexnych odmocninach
z jednotky.

3.2 Algoritmus vypo¢tu DFT

Zéakladnym trikom bude, Ze (podobne ako napr. pri MergeSorte) vyriesime jeden problém velkosti
n pomocou rekurzivneho rieSenia dvoch problémov velkosti n/2.

Ale nepredbiehajme, za¢nime od zékladného pripadu. Pre n =1 je vstupom vektor (ag) pred-
stavujuci konstantny polyném A(x) = ag. Jeho hodnota v bode 1 (teda v jedinej prvej odmocnine
z 1) je, prekvapivo, ag. Vystupom je teda ten isty vektor, ktory sme dostali na vstupe: vektor (aop).

Ako teraz bude vyzerat vSeobecny pripad? Majme nejaky polyném A(z). Jeho ¢leny rozdelime
na dve kdpky podla toho, ¢i obsahujii parnu alebo neparnu mocninu premennej .
Formalne, definujme dva nové polynémy:

Ao(m) = ag + asx + a4$2 4+ 4 (lnfg.’L‘(n_z)/Q

Ai(z) = a1 + azz + a51'2 4o an_lx(n72)/2

Kazdy z tychto polynémov je uréeny polovicou koeficientov pévodného polynému A. Pévodny
polyném A teraz moZeme zapisat nasledovne:

A(z) = Ag(2?) + 2 A1 (2?)

Dostavame teda nasledujuci zaver: na to, aby sme A vyhodnotili v nejakom bode z, nim staci
kazdy z polynémov Ag a A; vyhodnotit v bode x2.

Toto ndm vo vSeobecnosti nepomoze. Ak by napriklad bolo nasim cielom vyhodnotit A v bo-
doch {0,1,2,3,...,n—1}, dostali by sme z tejto Gvahy, ze kazdy z polynémov Ay a A; potrebujeme
vyhodnotit v bodoch {0,1,4,9,...,(n—1)?}. Tym sme si vobec nepomohli. Méme sice dva mensie
podproblémy, ale uz vobec nejde o instancie toho istého problému. Totiz Ag méa len n/2 ¢lenov,



ale stale ho potrebujeme vyhodnotif v n réznych bodoch. Rekurzivne rieSenie by v tomto pripade
malo nadalej ¢asovu zlozitost kvadraticka.

Tu sa ale ukaze vtip nasho hlavného triku — teda dévod, preco sme zvolili prave n-té komplexné
odmocniny z jednej.

Pozrime sa napriklad, ¢o sa stane pre n = 8. N4s povodny polyném A sme chceli vyhodnotit v
bodoch w§, wi, w2, Wi, we, w3, ws, wl. Polynémy Ay a A; teda potrebujeme vyhodnotit v nasledov-

nych bodoch: w, wi, wi, ws, Wl wi® wi? wit. No lenze w§ je z definicie 1, a teda sa ndm nejaké

body opakujt. Presnejsie, druhd polovica bodov je tiplne totozna s prvou: w§, wi® wi? wi* je to

isté ako wg, w2, wi, w§.

Kazdy z polynémov Ay a A; teda potrebujeme vyhodnotit len v n/2 réznych bodoch — tu
uSetrime oproti predchadzajicemu prikladu!

A v ktorychze to n/2 bodoch ich potrebujeme vyhodnotit? Nuz, nase n je parne a zjavne plati
w2 =w, /2. Inymi slovami, tych novych n/2 bodov tvoria prave vsetky (n/2)-te odmocniny z 1.
(V nasom priklade vidime, 7e $tvorcom wsg je zjavne ws. A teda hodnoty w?,w?, ws,ws st vlastne
hodnoty wg, w},w?,w;.)

Este inymi slovami, pre polynémy Ay a A; potrebujeme vyrieSit presne ten isty problém ako
pre povodny polyném A: chceme najst ich DFT.

Celt implementaciu DFT si teda mozeme zhrnit nasledovne:

rozdel polyném A na polyndémy AO a Al

rekurzivne najdi DFT polynému AO

rekurzivne nadjdi DFT polynému Al

v Case 0(n) pomocou vztahu A(x) = A0(x"2) + x A1(x"2) vypo&itaj DFT polynému A

DWW N

Pre ¢asovt zlozitost nasho algoritmu dostédvame tak ist rekurenciu ako u triedenia MergeSort.
Cely vypocet teda prebehne v ¢ase O(nlogn).

3.3 Ukazkova implementacia DFT

Nasleduje kus C++ kédu implementujici vyssie popisany algoritmus.
typedef long double rnumber;
typedef complex<long double> cnumber;

vector<cnumber> DFT (const vector<cnumber> &A) {
int N = A.size();
if (N == 1) return A;

vector<cnumber> B[2];
for (int n=0; n<N; ++n) B[né&l].push_back( A[n] );

for (int i=0; i<2; ++i) B[i] = DFT(B[i]);

rnumber arg = 2 % M_PI / N;

cnumber omega ( cos(arg), sin(arg) );

cnumber x = 1;

vector<cnumber> answer (N) ;

for (int n=0; n<N/2; ++n) { answer[n] = B[0][n] + x *x B[1][n]; x *= omega; }
for (int n=0; n<N/2; ++n) { answer[n+(N/2)] = B[0][n] + x % B[1l][n]; x *= omega; }

return answer;

V tejto chvili sa oplati upozornit, Ze tdto implementécia sa lisi od implementéacii pouzivanych v
praxi. Tie obsahuju este niekolko dalsich myslienkovych krokov, ktoré sice nezlepsia asymptotickil
Casov zlozitost, ale napriek tomu celkom vyrazne (aj 10x) zrychlia vypodet.

Standardn4 sada takychto vylepseni zahfia vlastnt implementéciu komplexnych &isel (trieda
complex<> m& v g++ dost pomald implementdciu) a niekolko trikov ktoré zmensia potrebny podet
aritmetickych operacii a dovolia nam dokonca cely vypocdet implementovat in-place, teda bez
pomocnych poli. Blizsie detaily tychto uprav vynechame, zaujemcov odkazeme napr. na http:
//e-maxx.ru/algo/fft_multiply (a na Google Translate).

Za zmienku stoji eSte jedno konkrétne vylepSenie. Ak si pamiitate, DF'T sme si forméalne defi-
novali ako transforméciu na vektoroch komplexnych ¢isel. Za dodato¢ného predpokladu ze vSetky
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vstupy st realne vieme DFT dalej zjednodusit. Vysledkom takéhoto zjednodusenia je potom tzv.
diskrétna kosinusovd transformdcia (DCT).

3.4 Checkpoint

Zastavme sa na chvilu a uvedomme si, kam sme sa uz dostali. Nasim cielom je efektivne ndsobenie
polynémov. Pripomerime si, ako ho chceme robit:

najdi dostatolne velké n (vdl8ie ako siet stupiiov f a g).
vyhodnot polynémy f, g v Tubovolnjch (ale tjych istych) n bodoch
ziskané hodnoty po dvojiciach vynéasob

W N e

interpolaciou ziskaj vysledok

Fiha, ved uz prvé tri zo Styroch krokov vieme vypocitat v celkovom ¢ase ©(nlogn). Ostava
nam teda uz len nejak vymysliet posledny krok: interpolaciu.

3.5 Inverzna DFT

Lenze, ¢o je to vlastne interpolacia? To je velmi jednoduché: ide o inverzné zobrazenie k zobrazeniu
DFT. Pomocou DFT sme vedeli previest koeficienty polynému na jeho funkéné hodnoty, inverzné
zobrazenie teda zoberie funkéné hodnoty a prevedie ich naspéf na koeficienty.

Pri hladani efektivneho sposobu vypoctu inverznej DFT po druhykrat pridu k slovu komplexné
éisla. Ukéze sa, ze vdaka nasej Sikovnej volbe bude vypocet inverznej DFT takmer identicky s
vypoctom samotnej DFT.

V tejto chvili je OK chvilu zhlboka dychat a upokojit sa. Predchddzajtce tvrdenie je skuto¢ne
Sokujuce a prudko netrividlne.

3.6 Inverzné linearne zobrazenie

Pri hladani inverzného zobrazenia ndm pomoéze, ked si uvedomime, ze DFT nie je len tak hocijaké
zobrazenie. Hoci sa to na prvy pohlad mozno nezdé, ide o zobrazenie linedrne: vieme ho zapisat
pomocou nasobenia vstupného vektoru vhodne zvolenou maticou. Celé to bude vyzera nasledovne:

1 1 1 s 1
1 w w? w1
2 4 . 2(n—1)
(a07a17"'7an—1) : 1 w w w = (a67a/17 aa{n—l) (1)
i wr;.fl w2(7.171) . w(nfl).(nfl)

Maticu vyskytujicu sa vo vyssie uvedenom vzorci oznac¢ime M. VSimnite si, ze pre jednodu-
chost vSade piSeme w namiesto w,,. V tomto trende budeme v tejto casti veselo pokracovat aj dalej,
kedZze vSetky odmocniny, s ktorymi budeme pracovat, buda n-té odmocniny. VSimnite si tiez, ze
vietky 1 v matici M st vlastne w°.

Ak chceme najst inverzné zobrazenie, chceme vlastne najst inverzni maticu M ~'. Na to pou-
Zijeme tzv. Delfski metddu: vysledok uhddneme a nésledne si ho dokdzeme :)

Dobrym kandiddtom na inverznt maticu je matica nasledovna:

1 1 1 e 1

1 w71 w72 cen wf(nil)
M — ]_ w72 w74 e wfz(nfl)

1 wf(nfl) w72(.n71) wf(nfl)(nfl)



Co dostaneme, ked vynéasobime M a M? Na policku (i,7) bude skalarny stcin vektorov
(1,whw?, .. w DY) a (w7, w %, ..., w (»"1J), Inymi slovami, na policku (i, j) dostaneme
stcet geometrickej postupnosti 1 + w® + w?* + -+ + W=Dk kde k =i — j.

No a tieto stéty uz predsa pozndme (vid koniec Casti . Pre k = 0 (teda i = j, teda na
hlavnej diagonale) je kazdy s¢itanec rovny 1, a teda dostdvame stacet n. Pre k # 0 (teda vSade
mimo hlavnej diagonaly) dostdvame sucet 0.

Matica M - M je teda n-nasobkom identity. Inymi slovami, maticu M ~! dostaneme, ked vietky
prvky matice M vydelime n.

3.7 Algoritmus inverznej DFT

Ako nam ale préve uskutoénené pozorovanie pomoze pocitat inverznit DFT efektivne?

V casti sme si ukazali program, ktory pocita DFT. To znamend, Ze vystupom tohto prog-
ramu je ten isty vektor, ktory by sme dostali, keby sme jeho vstup vynasobili maticou M.

My teraz chceme program, ktory ,nasobi“ maticou M /n. Ako bude vyzerat? To je jednoduché:
vyzerat bude tak isto, len namiesto w v fiom pouzijeme w~! (&ize 1/w), no a tplne na konci (len
raz, po Uplnom dobehnuti celej rekurzie!) vSetky prvky vystupného pola vydelime n.

Najjednoduchsie je doplnitf tieto ¢asti priamo do uz existujicej implementacie DFT. V nasle-
dujtcej ukazke kédu uvaddzame len zmenené riadky.

vector<cnumber> DFT (const vector<cnumber> &A, bool inverse=false) {

for (int i=0; i<2; ++i) B[i] = DFT(B[i], inverse);
/] ...

rnumber arg = (inverse?-1:1) % 2 %= M_PI / N;

/] ...

}

vector<cnumber> inverse_DFT (const vector<cnumber> &A) {
int N = A.size();
vector<cnumber> answer = DFT(A,true);
for (int n=0; n<N; ++n) answer[n] /= N;
return answer;

4 Rychle nasobenie polynémov

Hur4, zvitazili sme. Ked médme dva polynémy, ktorych studet stuptiov je n, vieme ich vynésobit v
¢ase O(nlogn). Staél ndm postupne:

1. Zvysit n na najblizsiu mocninu dvoch.

2. Kazdy polyném doplnit nulami aby mal n koeficientov.

3. Na kazdom polynéme zvlast spravit DFT, ¢im ho prevedieme na jeho funkéné hodnoty v
n-tych odmocinach z 1.

4. Nové reprezentdcie oboch polyndémov po zlozkich vynasobif, ¢im dostaneme reprezenticiu
ich stcinu.

5. Inverznou DFT zistit koeficienty stcinu.

4.1 Numerické problémy

Postup, ktory sme si vyssie opisali, dokonale funguje v idedlnom matematickom svete. Ked sa
vSak pozrieme na nas program, vidime, e mé do idedlneho matematického sveta daleko. V ¢om
je problém? V tom, ze floating-point ¢isla maji len obmedzent presnost a pri vypocétoch s nimi
nutne dochddza k zaokruhlovacim chybam.

Obcas si s nimi vieme poradit. Ak napriklad nasobime polynémy s redlnymi koeficientami,
tak ndm malé zaokrihlovacie chyby v podstate nevadia. A ¢o ak nasobime polynémy s celodi-
selnymi koeficientami? Nuz, tam zase vieme vyuZif tito dodatoéni informéciu. Zaéneme tym, Ze
spravime cely vypodet pomocou (nepresnych floating-point) komplexnych ¢isel. Na konci dosta-
neme nie-uplne-presné hodnoty hladanych koeficientov. No a v tejto chvili vyuzijeme, Ze vieme, Ze



vz

vSetky vysledné koeficienty maji byt celé ¢isla — a tak kazdy koeficient jednoducho zaokrihlime
na najblizsie celé ¢islo.

Samozrejme, vysSie popisany postup nie je univerzalny vseliek. Mame k dispozicii len koneéne
vela bitov, a tak ¢asom (pre dostatoéne velké n a dostatocne velké hodnoty koeficientov) uz
jednoducho zaokrithlovacie chyby za¢ni byt privelké. Akonahle sa pribliZia k rddu jednotiek, bude
s nasim nasobenim celo¢iselnych polynémov amen.

V tejto chvili by sa mohlo zdat, Ze je vhodné zaoberat sa presnejsie otdzkou, ¢o si vlastne este
mozeme dovolit a ¢o uz nie — teda napriklad nejakym odhadom toho, aké velké n a aké velké
celoGiselné koeficienty mozeme mat ak chceme zarudif Ze vypocitame bezchybny vysledok. My sa
vSak takouto otdzkou zaoberat nebudeme, kedZe vSetky otézky tykajice sa presnosti vypoctov
neskor vyrieSime tplne inym sposobom.

Zabudnime teda na zaokrihlovacie chyby, vratme sa do idedlneho matematického sveta a po-
zrime sa radSej na to, ¢o este vieme z DFT vyzmykat.

5 Cyklicka konvolucia
Zostanme este pri postupe popisanom v predchadzajicej Casti:

e zoberieme dve polia A a B dlzky n

e pomocou DFT ich transformujeme na nové polia A’ a B’
e vyrobime nové pole C’ v ktorom ¢, = a - !

e inverznou DFT z pola C’ vyrobime vystupné pole C

Co vieme povedat o obsahu pola C?
Uz sme videli, ze ked do poli A a B vyplnime koeficienty nejakych dvoch polynémov a doplnime
ich vhodne vela nulami, tak v poli C' dostaneme koeficienty ich stéinu. Plati teda napriklad:

co = apbo
c1 = a0b1 + a1b0

Cy = aon + a1b1 + agbo

Vo vSeobecnosti, kazdé ¢; je tzv. konvoliciou nejakého kisku pola A s rovnako dlhym ktskom
pola B. (Inymi slovami, ide o skaldrny sucin doty¢ného kisku pola A a reverzu doty¢ného kisku
pola B.)

Co sa ale stane vo vieobecnom pripade, teda pre lubovolné dve vstupné polia A a B? Ukaze sa,
ze ndm do vysSie uvedenych vztahov len pribudni dalsie ¢leny, ktoré tam teraz nevidime, lebo st
nulové — kedZe asporni jeden ¢initel v kazdom z nich je jedna z nul ktoré sme pri ndsobeni polynémov
dopliiali na koniec poli A a B.

Totiz to, ¢o nas vyssie uvedeny postup pocita, je v skutocnosti cyklickd konvolicia vstupnych
poli A a B. Formalne tym myslime nasledovna skutoc¢nost:

n—1
Vi C; = E ajbl-,j
Jj=0

(Index i — j uvazujeme modulo n. Teda napr. b_; je b,—_1.)
Inymi slovami, pre kazdé i plati, Ze hodnota c¢; je skalarnym suc¢inom vektoru A a vektoru,
ktory dostaneme z B tak, ze ho (cyklicky) prec¢itame v opa¢nom smere, zacinajic od indexu .

Vyssie uvedené tvrdenie vieme pomerne lahko dokézaf priamym btsenim do vzorcov. Je ale
lepsie nahliadnuf jeho vyznam cez nase ivahy o interpolacii.



Ozna¢me A(x) a B(z) polynémy, ktorych koeficientmi st polia A a B. Ozna¢me C(x) sGéin
tychto dvoch polynémov. KedZze tentoraz uz nemame predpoklad o tom, Ze A a B kon¢ia dostato¢ne

.....

Vsimnime si, ¢omu sa rovna funkéné hodnota takéhoto polynému C(x) pre vstup w’.

C(wl) = co +c1wi 4ot Cn_lw(n—l)i +an77,i +Cn+1w(n+1)i 4

Teraz si moézeme vSimnut, ze w™ = (w™)" = 1* = 1. A teda:

Clw) =co+ 1w + -+ en1w0™ Vi fep + epprw’ 4 -

Definujme teraz novy polyném C(z) stupiia (nanajvys) n — 1 nasledovne: Vi : & = ¢; + cpp-
Zjavne pre vietky i plati C(w?) = C(w?). Ked teda v naom algoritme (uvedenom na zac¢iatku
tejto Casti) zoberieme hodnoty v poli C’ a inverznou DFT z nich vypodéitame vystup, dostaneme
prave koeficienty polynému C.

Z toho mozeme sformulovat nasledovny zaver: ak vyplnime do poli A a B koeficienty polynémov
ktoré chceme vyndsobif ale nedoplnime za ne dostato¢ne vela nl, koeficienty ich st¢inu nam
cyklicky preteci: hodnota ¢, sa pripoéita k hodnote ¢g, hodnota ¢, 1 k hodnote c;, a tak dalej.

Teda vo vyslednom poli C' na indexe 0 nebude len séitanec agbg (Clen ¢g) ale takisto vSetky

s¢itance tvaru a;b,_; pre 1 <i < n (ktoré dokopy tvoria ¢len ¢, ). A tak dalej.

6 Kombinatorika pomocou konvolicie

Pomocou konvolicie si teraz vyriesime netrividlnu algoritmickt dlohu.

6.1 Sucty dvoch prvkov

Majme pole S = (s, 81, - --,8n—1), priom n < 10°% a kazdé s; je celé ¢islo z intervalu [0, m). Kolko
roznych hodnét nadobudaji suéty s; +s; (priom i sa moze aj rovnat j)? Ktort z nich nadobudaju
kolkokrat?

Priamociare riesenie tejto lohy by malo ¢asovi zlozitost ©(n?). Je pomerne fazké predstavit
si lepSie rieSenie, no za dodato¢ného predpokladu zZe vSetky s; si1 malé celé ¢isla sa ndm to podari
spravit s ¢asovou zlozitostou O(n + mlogm).

Zacneme tym, Ze si do pola A velkosti m spoc¢itame pre kazdu hodnotu podet jej vyskytov v
poli S. Na toto pole sa teraz budeme divat ako na koeficienty polynému A(z). (Tento polyném
zvykneme nazyvat generujicou funkciou prislusnej postupnosti hodnot.)

Co sa stane ked polyném A(x) umocnime na druht? Oznaéme B(z) = A?(z). Comu sa napri-
klad rovna koeficient b3? Z definicie ndsobenia polynémov je zjavné, ze bs = agas + ai1as + asai +
azap. Vo vieobecnosti teda by, = >, a;ak—;.

Aky je kombinatoricky vyznam hodnoty b7 UkaZeme, Ze by je rovné poctu spdsobov, ktorymi
mozeme zapisat hodnotu k ako stiéet dvoch prvkov pola S. Za¢neme tym, Ze si vyberieme hodnotu
i prvého z nich. Tym je jednoznaCne urcené, Ze druhy mé hodnotu k — i. Hodnota ¢ ma v poli
S presne a; vyskytov, hodnota k —i ich ma aj_;. A kedZze kazdy vyskyt prvej mozeme skombinovat
s kazdym vyskytom druhej hodnoty, zodpovedd konkrétnej volbe i préve a;ar_; moznosti. No a
celkovy pocet moznosti dostaneme ako sumu cez vsetky .

Takto teda dostavame odpovede na nase otdzky. Dosiahnutelné stcty zodpovedaja prave vset-
kym nenulovym koeficientom polynému B. Hodnoty dotyénych koeficientov predstavuju pocty
sposobov ktorymi sa dotyéné sucty daju dosiahnut.

6.2 Platenie mincami

Vela kombinatorickych tivah stvisiacich s opakovanim nejakého procesu vieme sformulovat pomo-
cou generujucich funkcii a ich konvolucii. UkdZeme si eSte jeden priklad.

Uvazujme polyném E(z) = ! + 22 + 25 + 210 + 220 + 259 4 2100 4 2290 Exponenty v tomto po-
lynéme zodpovedaji nomindlnym hodnotdm euro minci (v centoch). Zoberme teraz novy polyndm



(E(x))'°% a pozrime sa na koeficient pri 247%°. Aky je jeho kombinatoricky vyznam? Tento ko-
eficient je zjavne rovny poctu sposobov, ktorymi moézeme do automatu postupne nahadzat presne
1000 minci tak, aby ich celkova hodnota bola 47 eur.

7 Ciselno-teoreticka transforméacia NTT

Ako uz vieme, DFT moze mat problémy s presnostou vypoctov. NavysSe nie je tplne trividlne
odhadnut, aké velké tie problémy st — kedy uz nastani a kedy este nie. V tejto Gasti si ukézeme,
ako sa tychto starosti raz a navzdy zbavit: nahradime DFT v podstate ekvivalentnym algorit-
mom, ktory ale bude vSetko poditat v celych &slach. Presnejsie, vo vhodne zvolenej moduléarnej
aritmetike.

7.1 Koneéné polia s prvociselnou velkostou

Pocitanie modulo prvoéislo je fajn. Vieme klasickym spoésobom s¢itat, od¢itat, aj nasobit. A vdaka
existencii inverznych prvkov vieme aj delit.

Inverzné prvky modulo prvocislo je najlepsie poc¢itat pomocou malej Fermatovej vety: kedze
a?~! = 1 (mod p), tak inverznym prvkom k a je nutne a?~2. A to vieme spocitat v O(logp)
efektiviym umocnenim.

7.2 Odmocniny z jednej

V koneénych poliach vieme najst prvky, ktoré sa spravaji podobne ako n-té komplexné odmocniny
z 1. PresnejSie, aj v kone¢nych poliach vieme riesit rovnicu z" = 1.

Zvolme si napriklad n = 225, Chceme najst také konecné pole prvociselnej velkosti, v ktorom
bude existovat nejakd n-t4 odmocnina z jednej. Ako na to? Z Lagrangeovej vety (,rad prvku deli
rad grupy“) vieme, e pre kazdé x najmensie i také, ze ' =1 (mod p), deli p— 1. Ak teda chceme
prvok, pre ktory bude najmensie i mat hodnotu 22°, potrebujeme p tvaru a - 225 + 1.

Prikladom takéhoto p je p = 125 - 225 + 1 = 4194304 001. Toto je fajn prvodéislo, lebo je tesne
mensie ako 232, takZe sa prijemne zmesti do unsigned intu.

Existuje pre toto p naozaj 22°-t4 odmocnina z jednej? Skutoéne ano. Metédou pokus-omyl
lahko nijdeme, Ze pozadovant vlastnost ma napr. w = 199. Vsetky &isla w®, wt, w?, ... 7w225_1
(pocitajic modulo p) st navzdjom rodzne, a nasledne w2’ = 1. (V skutoc¢nosti pri overovani, ¢
konkrétna hodnota w vyhovuje, sta¢i overit, ze w?”* nie jelaze w?” uz je 1. Vidite preco?)

Nasli sme teda konkrétne éisla p = 125 -22° +1 a w = 199, pre ktoré plati, ze pri pocitani
modulo p je w ,kanonickou“ 22°-tou odmocninou z 1.

Vsimnite si esSte, Ze (opiit, analogicky ako u komplexnych éisel) tym, Ze poznadme wgzs, pozndme
aj prislusné kanonické n-té odmocniny z 1 pre vietky n = 224,223 ... 2! 20 Kazda z nich je totiz
(pochopitelne, poéitajic modulo p) $tvorcom predchadzajicej.

Priklad: Nech i = 2%° je najmensi kladny exponent, pre ktory je w’ = 1. Zoberme z = w8. Aké
je najmensie j, pre ktoré je 27 = 1?7 Zjavne 27 = w¥, a teda hladané najmensie j je i/8 = 2%2.
Dostévame teda, ze w® je kanonickou 222-hou odmocninou z 1.

7.3 Transformacia NTT a jej inverzna transformacia

Pomocou vhodngch konstant p a w (ako napr. tych z predchadzajiaceho textu) vieme teraz imple-
mentovat v celych éislach (presnejsie, poéitajic modulo p) transforméciu velmi podobni DFT. Aj
vyznam tejto transformacie bude analogicky: vstupom bude vektor A dlzky n (ktora je mocninou
dvoch) a vystupom bude rovnako dlhy vektor A’. Ak A interpretujeme ako koeficienty polynému
(celé ¢isla zo Zp), tak A’ st funkéné hodnoty tohto polynému v nami zvolenych n-tych odmocni-
nach z 1 (opét, celych ¢islach, pocitajic modulo p).



Na vypocet transformécie NTT pouzijeme aj s chlpami presne ten isty kéd ako pri vypocte
DFT (vid cast . Jediny rozdiel bude v tom, Ze ako w, budeme brat vhodné mocniny nami
néjdenej konstanty w. A samozrejme vSetky nésobenia budi nésobeniami celych ¢isel modulo p.

Malo by byt oc¢ividné, Ze tento vypocet spravi to isté ako v pripade DFT: vypodcita linearne
zobrazenie popisané rovnicou |1} ¢ize vyhodnoti polyném A(z) vo vSetkych mocninach w,.

No a tGplne rovnako to bude fungovat aj s inverznou transformaciou.

Tu sa len oplati si uvedomit, Ze aj v naSej moduldrnej aritmetike plati, ze sucet geometrickej
postupnosti: s = w® 4+ w?® + - -+ + w*™ 1 je bud n (ak w® = 1) alebo 0 (ak w? # 1).

Na vypocet inverznej NTT teda modzeme smelo pouzit ten isty kéd ako na vypocet inverznej
DFT. Opif, jedind zmena bude, Ze w,, ! tentokrat predstavuje inverzny prvok k w,, v Z,.

Teda vlastne este jeden detail. V inverznej DFT sme na konci vietky hodnoty delili n. Co sa
stane v inverznej NTT? Pochopitelne, vydelime vSetky hodnoty n. Lenze kedZe sme v modularnej
aritmetike, nejde o klasické delenie. Namiesto toho vietky hodnoty vynasobime n~1. (KedZze p > n,
tato inverzna hodnota uréite existuje.)

7.4 Presnost vypodtov

DFT bola vhodna ak sme pocitali s polynémami, ktoré mali redlne (alebo dokonca komplexné)
koeficienty a neprekézali nam zaokrihlovacie chyby. Ked sme vsak chceli DFT pouzivat na vypocty
s celymi ¢islami, nastdval problém: aby sme mali istotu, Ze pri zaokrihlovani nespravime chyby,
potrebovali by sme vediet, ako velké nepresnosti mozu pocas vypoctu nastat. No a vypocty s
floating-point ¢islami, to je alchymia do ktorej sa nechceme pustat ak nemusime.

NTT bude naopak velmi vhodna prave (a len) na vypoéty s polynémami ktoré maju celo¢iselné
koeficienty. Tym, ze vsetky vypocty robime modulo p, je vSetko jasné: kym su vsetky vystupy z
intervalu [0, p), je vSetko v poriadku, nikde ni¢ nepretecie a vysledky vypocitame presne. (Teda
napriklad ak len jednoducho nasobime dva polynémy s nezapornymi celymi koeficientami a vieme,
ze ich koeficienty st také malé, Ze kazdy koeficient ich sti¢inu bude mensi ako p, vieme, ze vysledok
dostaneme presne.)

Zamyslime sa teraz, ¢o mozeme robif v dvoch pripadoch, kedy vyssie uvedené tvrdenie neplati.

Prvym pripadom buda polynémy, ktoré sice maja celociselné koeficienty, ale niektoré z nich
mozu byt aj zdporné.

Pre takéto polynémy vSetko nadalej bez problémov funguje, vSetky vypocty vieme nadalej robit
modulo p. Napr. hodnotu —47 reprezentujeme pocas vypoc¢tov ako p — 47. Na presnost vysledku
nam staci, aby (pri vypoéte v celych ¢islach bez modulovania) kazda z vystupnych hodnét mala
absolttnu hodnotu mensiu ako p/2. Potom je totiz zjavné, ktoré vystupné hodnoty maji byt
kladné a ktoré zaporné.

Druhym pripadom budu situécie, kedy niektoré vystupné hodnoty tesne ale predsa pretecu cez
p. Co vieme robit v takomto pripade? Najjednoduchsim rieSenim je zopakovat cely vipodet s inou
hodnotou p a nésledne spravne vysledky urcit pomocou ¢inskej zvyskovej vety.

Iné mozné rieSenie situdcie kedy ndm tesne nestaéi presnost je pouzif obe verzie DFT: aj
spojiti v doubloch (na uréenie priblizného rieSenia) aj diskrétnu modulo najviésie p ktoré si
vieme dovolif (na néasledné urcenie jedinej exaktnej hodnoty ktora déva spravny zvySok a sedi na
priblizni hodnotu zistent v prvom kroku).

8 Dalsie priklady pouZitia

V tejto poslednej ¢Gasti si este ukdzeme niekolko dalsich prikladov pouZitia transformécii DFT a
NTT. Vo vSetkych pripadoch budeme pouzivat nejakiu varidciu ndsobenia polynémov.
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8.1 Skalarne suciny

Uz sme si mohli viackrat v8imnit, ze konvoltcia vlastne predstavuje skaldrne siciny jednej po-
stupnosti s reverzom druhej. Co ak potrebujeme poéitat obycajné skaldrne stuciny? Pomoc je
samozrejme jednoducha: reverzneme jednu zo vstupnych postupnosti.

Presnejsie, spravme nasledovnt zmenu: pred jeho spustenim preusporiadame pole B do po-
radia (bg,bp—1,bpn—2,...,b2,b1). Inymi slovami, B sme reverzli a zvolili sme si jeho konkrétnu
cyklickt rotaciu. Co dostaneme, ked teraz spustime algoritmus z ¢asti |5 ktory poéital cyklickn
konvoliciu A a B? Vo vystupe tentoraz bude platif nasledovné:

n—1
Vi : C; = E ajbiﬂ»
Jj=0
Kazdé ¢; je skaldrnym staéinom poévodného A s pévodnym B zrotovanym o i pozicii.

8.2 Najlepsi match vzorky

Majme retazce H a N (haystack, needle) nad abecedou {C, G, A, T}. Chceme najst taky offset v
H, na ktorom zaéina podrefazec dlzky |N| ktory sa najviac podoba na N — presnejsie, ma od neho
najmensiu Hammingovu vzdialenost. Inymi slovami, chceme najst taky podretazec H, ktory sa s
N na ¢o najviac miestach zhoduje.

Nase riesenie za¢neme tym, Ze sa sustredime len na vyskyty pismena C. Utvorme si z refazca
H pole A tak, ze kazdé C' zmenime na 1 a kazdé iné pismeno na 0. Analogicky , prelozme* retazec
N na pole B.

Obe polia doplnime na konci nulami. Nasledne spravime vysSie popisany vypocet, ktory nam
vypocita do pola C ich vSetky skalarne suciny. Lahko nahliadneme, Ze hodnota c¢; ndm hovori:
keby si N prilozil ku H zadinajtc od pozicie 7, bude existovat presne c¢; pozicii, na ktorych je znak
C naraz v oboch retazcoch.

Vyssie popisany postup zopakujeme pre kazdé iné pismeno abecedy a ziskané poc¢ty nascitame.
Takto pre kazdy offset zistime celkovy pocet zhodnych znakov medzi N a prislusnym podretazcom
H.

8.3 Korelacie a autokorelacie

Najjednoduchsia forma koeficientu korelacie dvoch vektorov je jednoducho kosinus uhla ktory
zvieraju. Inymi slovami, je to ich skaldrny sucin vydeleny ich velkostami.

DFT nédm déva vyborny sposob ako naraz vypocditat vela skaldrnych sic¢inov. Vdaka tomu vieme
efektivne riesit napr. otdzky nasledovného typu: ,pre dant dlht postupnost A a krat$iu postupnost
B najdi v A usek ktory najviac koreluje s B“. Jediné, ¢o treba navyse vediet robit, je pre kazdy
usek Afi : i + len(B)] povedat velkost prislusného vektoru. Toto vieme robit v konstantnom éase
po tom ako si na zaciatku predpoc¢itame prefixové sucéty Stvorcov prvkov pola A.

Za samostatni zmienku stoji autokorelacia. Co sa stane, ked v predchadzajicej tilohe ako
B pouzijeme samotni A, a budeme uvazovat aj tie offsety kedy sa prekryvaju len ciastoéne?
Rozmyslite si, Ze takto vypocitané koeficienty korelacie nest uzito¢ni informéciu o periodicite dat
v postupnosti A. (Co to znamen4, Ze pre nejaky offset vidime velkt korelaciu?)

8.4 Blur

Grafickd operdcia ,blur“ je vlastne len obyéajnym (len zvicésa teda dvojrozmernym) skaldrnym
st¢inom poévodného obrazku s maticou vdh. Ak chceme podéitat blur s velkym polomerom, vieme
to efektivne spravit pomocou DFT.
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