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Zobrazenia, obrazy a inverzné obrazy

Nech f: X — Y je zobrazenie. Obraz prvku x € X pri zobrazeni f sa tradi¢ne oznacuje symbolom
f(x). Pojem obrazu moZno prirodzenym sposobom rozsirit aj na podmnoziny X.

Definicia 1. Nech f: X — Y je zobrazenie a X' C X. Obraz mnoZiny X' pri zobrazeni f je
mnozina

fX) ={f@) [z € X"}

Podobne moZno definovat aj inverzny obraz mnoziny Y’ C Y ako mnoZinu vSetkych prvkov
z X, ktoré sa zobrazia na prvok z Y’. Formalne:

Definicia 2. Nech f: X — Y je zobrazenie a Y’ C Y. Inverzng obraz mnoZiny Y’ pri zobrazeni
f je mnozina

) ={zeX | fla) eY'}.

V pripade, Ze je zobrazenie f: X — Y bijektivne, zvykne sa symbolom f~! oznacovat inverzné
zobrazenie k zobrazeniu f. Téato notacia suhlasi s notaciou inverzného obrazu zavedenou v defini-
cii 2: inverzny obraz mnoZiny Y’ pri bijektivnom zobrazeni f je obraz mnoziny Y’ pri inverznom
zobrazeni 1.

Inverzny obraz prvku y mozZno definovat pre Tubovolné (teda nie len bijektivne) zobrazenia
ako inverzny obraz jednoprvkovej mnoZiny {y}.

Definicia 3. Nech f: X — Y je zobrazenie a y € Y. Inverzny obraz prvku y pri zobrazeni f je
mnoZzina

') ="y ={zeX | fl@) e{y}} ={z e X | f(z) =y}

V pripade, Ze je zobrazenie f bijektivne, je inverzny obraz f~!(y) jednoprvkovad mnozina.
To tplne nestihlasi s notdciou pre inverzné zobrazenia, kde f~!(y) oznacuje priamo prvok tejto
jednoprvkovej mnoziny. Tieto dva objekty sa vSak v matematike ¢asto vzadjomne zamieniaji, takze
uvedeni nejednoznac¢nost nie je nutné prezivat prilis tragicky.

Homomorfizmus

Pod pojmom homomorfizmus sa v matematike chape struktiru zachovavajice zobrazenie (kde pod
Struktirou mozno rozumietf napr. grupovi struktaru, vektorovi struktiru® a pod.). Struktira
slov nad abecedou ¥ je dana predovSetkym operaciou zretazenia a pod homomorfizmom teda
rozumieme zobrazenie, ktoré tito operéaciu zachovéva.

Definicia 4. Nech X, T" su abecedy a h: ¥* — I'* je zobrazenie. Zobrazenie h sa nazyva homo-
morfizmus zo X* do I'*, ak pre v8etky u,v € ¥* plati

h(uv) = h(u)h(v).
Ak navyse pre kazdé w € X1 plati h(w) € ', nazyva sa homomorfizmus h nevymazdvagici.

Neskor ukazeme, Ze takto definovany homomorfizmus je v skuto¢nosti homomorfizmom mono-
idov. V ramci nota¢nej konvencie budeme homomorfizmy véaésinou oznacovat symbolom h s pri-
padnymi indexmi alebo inymi ,,ozdobami®.

V nasledujicich troch tvrdeniach postupne dokdzeme, ze homomorfny obraz prazdneho slova
je vidy préazdne slovo, Ze kaZzdé zobrazenie pismen zo ¥ do I'* moZno rozsirit na homomorfizmus
zo ¥%* do I'* a Ze kazdy homomorfizmus je jednoznac¢ne uréeny obrazmi pismen.

Homomorfizmy medzi vektorovymi priestormi sii zname skor ako linedrne zobrazenia.



Tvrdenie 1. Nech X,T st abecedy a h: ¥* — T* je homomorfizmus. Potom h(e) = ¢.

Dékaz. Sporom. Nech h(e) = x pre nejaké x € I'. Potom pre ka?dé u € ¥* z definicie homomor-
fizmu vyplyva
h(u) = h(ue) = h(u)h(e) = h(u)z,

o je spor, kedze rovnost h(u) = h(u)z nemdze platit pre Ziadne neprazdne slovo x. O

Tvrdenie 2. Nech X, T siu abecedy a f: X — I'* je zobrazenie. Potom existuje homomorfizmus
h: ¥* = T'* taky, Ze pre vSetky c € ¥ plati h(c) = f(c).

Doékaz. Matematickou indukciou by sme I'ahko dokazali, Ze zobrazenie h: ¥* — I'*, dané pre vietky
w=a...ag, ai,...,a; € % ako h(ay...ar) = f(a1)...f(ax) — z uvedeného zéapisu vyplyva aj
h(e) = € — je homomorfizmus. O

Tvrdenie 3. Nech X,T' si abecedy a h: ¥* — T'* je homomorfizmus. Nech h': ¥* — I'* je
homomorfizmus taky, Ze pre vietky c € ¥ plati h'(c) = h(c). Potom h' = h.

Dékaz. Treba dokazat, Ze pre vietky w € * plati h'(w) = h(w). Z tvrdenia 1 a predpokladu na
homomorfizmus k' vyplyva, ze rovnost plati pre vietky w také, ze |w| < 1. Nech teraz |w| = k > 1.
Potom w = a;y ...ax pre nejaké aq,...,a;r € 3. Matematickou indukciou by sme l'ahko dokézali,
7e 7 definicie homomorfizmu vyplyva h(w) = h(ay) ... h(ag) a b'(w) = h'(a1) ... R (ai). KedZze ale
pre vietky ¢ € X plati h/(¢) = h(c), z uvedenych dvoch rovnosti vyplyva h'(w) = h(w), ¢o bolo
treba dokazat. O

Homomorfizmy budeme zvy¢ajne — vdaka tvrdeniu 2 zmysluplne a vdaka tvrdeniu 3 jedno-
znaéne — zadavat prave homomorfnymi obrazmi jednotlivych symbolov abecedy. Obraz jazyka L
pri zobrazeni homomorfizmom h je definovany jednoducho ako obraz mnoziny L pri zobrazeni h
v zmysle definicie 1.

Definicia 5. Nech X,T" su abecedy, h: ¥* — I'" je homomorfizmus a L C ¥* je jazyk. Obraz
jazyka L pri zobrazeni homomorfizmom h je jazyk h(L) = {h(w) | w € L}.

Priklad 1. Nech ¥ = {a,b} a h: ¥* — ¥* je homomorfizmus dany ako h(a) = ab a h(b) = e. Nech
Ly = {b,bb}, Ly = {b,bb,abb}, Ly = {a"b™ | n € N} a Ly = {w € {a,b}" | #.(w) = #(w)}.
Obrazy tychto jazykov pri zobrazeni homomorfizmom h st dané nasledovne:

Uloha 1. Nech L, Ly st jazyky, h: ¥* — IT'* je homomorfizmus a ¥y ,%, C X. Porovnajte
jazyky h(Ll @] Lg) a h(Ll) U h(LQ)

Riegenie. Dokézeme, Ze platia obidve inkluzie, a teda h(Ly U L2) = h(Ly) U h(Ls).

C: Nech u € h(L1 U Ly). Z definicie 5 vyplyva, Ze existuje v € Ly U Lo také, ze u = h(v). KedZze

v € Ly U Lo, musi platit v € L; alebo v € Ly (alebo oboje). Ak v € Ly, u = h(v) € h(L1).
Ak v € Ly, u = h(v) € h(Ls2). Kedze ale h(L1),h(La) C h(L1) U h(L3), v oboch pripadoch
mame u € h(L1) U h(Ls).

U

: Nech w € h(L1) Uh(Lg). Potom u € h(L;) alebo u € h(L3). Bez ujmy na vieobecnosti, nech
u € h(Ly). Potom z definicie 5 vyplyva, Ze existuje v € Ly také, ze u = h(v). KedZze v € Ly,
plati aj v € Ly U Lg. Preto u = h(v) € h(L; U Ls), ¢o bolo treba dokazat.

Tvrdenie je dokézané. O



Uloha 2. Nech Ly, Ly st jazyky, h: £* — T* je homomorfizmus a ¥1,,%;, € ¥. Porovnajte
jazyky h(L1 - L2) a h(L1) - h(La).

Riesenie. Dokézeme, Ze platia obidve inkluzie, a teda h(Ly - L2) = h(L1) - h(Lz2).

C: Nech uw € h(Ly - Ly). Potom existuje v € Ly - Ly také, ze h(v) = u. Kedze v € Ly - Lo,
existuju slova © € L1 a y € Ls tak, ze v = zy. Z definicie homomorfizmu potom vyplyva
u = h(v) = h(zy) = h(z)h(y) € h(L1) - h(Lz).

D: Nech u € h(Ly) - h(Lz2). Potom existuju slovd @ € Ly a y € Ly také, ze u = h(z)h(y).
Z definicie homomorfizmu potom vyplyva u = h(z)h(y) = h(zy) € h(L1 - Lo).

Tvrdenie je dokazané. O

Inverzny homomorfizmus

Obraz jazyka pri zobrazeni inverznym homomorfizmom je inverzny obraz v zmysle definicii 2 a 3,
kde prislusné zobrazenie je homomorfizmus.

Definicia 6. Nech X, T" st abecedy, h: ¥* — I'* je homomorfizmus a L C I'* je jazyk. Obraz
jazyka L pri zobrazeni inverzngm homomorfizmom h=! je jazyk h™1(L) = {u € ¥* | h(u) € L}.

Definicia 7. Nech X, T" st abecedy, h: ¥* — I'* je homomorfizmus a v € T'* je slovo. Obraz slova
v pri zobrazent inverzngm homomorfizmom h~1 je jazyk

hil(v) = hil({v}) ={ueX | h(u) € {v}} ={ue x| h(u) =v}.

O nie¢o presnejsie by bolo namiesto o ,,obraze pri zobrazeni inverznym homomorfizmom h~'
hovorit o ,,inverznom obraze pri homomorfizme h*, pripadne o ,,inverznom homomorfnom obraze*.
Ide v8ak o zauZzivana terminolégiu suvisiacu s predstavou inverzného homomorfizmu ako zobrazenia
h~': T* — 2", Takato predstava moze byt ob¢as uzitoéna, podobne ako predstava o zobrazeniach
h: 2 =2l ap~t: 2l - 2%,

Z uvedenych definicii je zrejmé, Ze pre kazdy homomorfizmus h: ¥* — I'* a jazyk L C I'* plati

(L) = | h(w).

weL

Priklad 2. Nech ¥ = {a,b,c}, T' = {a,b} a h: ¥* — I'* je homomorfizmus dany ako h(a) = ab,
h(b) = a a h(c) = ab. Potom napriklad h=*(aab) = {ba,bc} a h=1(b) = h=1(bb) = 0. V dosledku
toho napriklad pre L = {b,aab} plati h=!(L) = {ba, bc}.

Uloha 3. Nech h: {a,b}" — {c,d}" je homomorfizmus dany ako h(a) = c a h(b) = cd. Najdite
nasledujice jazyky:

a) h™'(L1), kde Ly = {¢"d" | n € N}.
b) h=(Ly), kde Ly = {¢"d" | n € N; n > 1}.
c) h=Y(L3), kde Ly = {c"d" | n € N; n > 2}.

Riesenie. Lahko mozno nahliadnut, Ze jazyk h~'(w) je pre slovo w € {c,d}" neprazdny vtedy
a len vtedy, ked sa pred kazdym vyskytom symbolu d v slove w nachadza symbol c. Pre vSetky
n € N také, ze n > 2 teda plati h=1(c"d™) = (). Dalej, h=*(cd) = {b} a h=1(e) = {&}. Preto:

8) h='(L1) = Uyep, b (w) = {20},
b) h Y (La) = Uyep, b (w) = {b}.
&) WY (La) = Uy, i (w) = 0. O



Uloha 4. Nech Ly, Ly st jazyky, h: ¥* — I'* je homomorfizmus a ¥1,,%y, C I'. Porovnajte
jazyky h™* (L1 - Lo) a h='(L1) - h=1(La).

Riesenie. Dokazeme, 7e h™1(Ly - Ly) D h™*(Ly) - h=!(Lz), kym opa¢n4 inklizia vo vieobecnosti
neplati.

Z: Uvazujme napriklad homomorfizmus h: {a}* — {a}" dany ako h(a) = aa a jazyk L = {a}.
Potom h=Y(L - L) = {a}, kym h=Y(L) - h=1(L) = 0.

D: Nech w € h™1(Ly) - h™1(Ly). Potom w = wuv pre nejaké u € h™'(Ly) a v € h71(Lg).
Z definicie inverzného homomorfizmu vyplyva h(u) € Ly a h(v) € Ls. Preto dostavame
h(w) = h(uv) = h(u)h(v) € Ly - Lo, a teda w € h=(Ly - Lo).

Tvrdenie je dokazané. O

Uloha 5. Nech L je jazyk, h: ¥* — T'* je homomorfizmus a ¥; C T. Porovnajte jazyky L
a h(h=1(L)).

Riesenie. Dokazeme, ze L D h(h~1(L)), pricom opa¢né inklizia vo vieobecnosti neplati.

¢ Nech L = {a} a h: {a}" — {a}" je dany ako h(a) = aa. Potom h(h=*(L)) = h(0) = 0, ¢o
nie je nadjazyk jazyka L.

D Nech w € h(h=(L)). Potom existuje u € h=(L) také, ze w = h(u). Kedze u € h=1(L),
z definicie inverzného homomorfizmu méame h(u) € L a z rovnosti w = h(u) potom vyplyva
w e L. O

Uloha 6. Nech L je jazyk, h: ©¥* — I'* je homomorfizmus a ¥; C X. Porovnajte jazyky L
a h=t(h(L)).

Riesenie. Dokazeme, ze L C h~'(h(L)), pri¢om opa¢na inklizia vo vSeobecnosti neplati.
C: Nech w € L. Potom h(w) € h(L), z éoho w € h=1(h(L)).
2: Nech L = {a} a h: {a,b}" — {a}" je definovany ako h(a) = h(b) = a. Potom dostavame
h=Y(h(L)) = h~1({a}) = {a, b}, o nie je podjazyk jazyka L. O
* VoI'ny monoid

Zretazenie slov je zjavne asociativne a € je neutralny prvok vzhladom na tito operaciu. Pre kazdu
abecedu ¥ tak jazyk ¥* tvori s operaciou zretazenia tzv. volny monoid nad .2

Definicia 8. Grupoid je usporiadana dvojica (X, o), kde X je mnoZina a o: X x X — X je
binarna operécia na X. Pologrupa je grupoid, pre ktory navyse plati:

(¢) Asociativnost: Vz,y,z2 € X :xo(yoz) = (zoy)oz.
Pologrupa s jednotkou alebo monoid je pologrupa, pre ktori navyse plati:
(i) Existencia neutralneho prvku: dex € X Ve € X :zoex =exox = x.
Grupa je monoid, pre ktory navysSe plati:

1_ -1

(iii) Existencia inverznych prvkov: Vo € X Jz71 € X tzoz =27 lox =ex.

Tvrdenie 4. Nech ¥ je abeceda. Potom (¥*,-) je monoid, ktory sa nazgva volny monoid nad
abecedou X.

Doékaz. Zrejmé z definicie zretazenia. O

2http://en.wikipedia.org/wiki/Free_monoid


http://en.wikipedia.org/wiki/Free_monoid

Homomorfizmus medzi monoidmi (X, o) a (Y, e) je l'ubovolné zobrazenie h: X — Y spliiajice
h(z oy) = h(x) @ h(y) pre vietky z,y € X a h(ex) = ey. Homomorfizmus slov h: ¥* — I'* by
sme teda mohli — vd'aka tvrdeniu 1 — definovat jednoducho ako homomorfizmus medzi monoidmi
(X%, a (I, ).

Zvycajné definicia volného monoidu je ale o niefo vSeobecnejsia — kIi¢ova je pri nej vlastnost
homomorfizmov slov, ktorti sme sformulovali v tvrdeniach 2 a 3: kaZdé zobrazenie priradujtce
pismenam abecedy slova jednozna¢ne uréuje homomorfizmus. Lahko moZno nahliadnut, Ze tito
vlastnost zostava v platnosti aj pre homomorfizmy z voIného monoidu do T'ubovolného monoidu.
Formalne potom definujeme volny monoid (X, o) nad podmnozinou X’ C X nasledovne.

Definicia 9. Nech (X, o) je monoid a X’ C X. Monoid (X, o) je volng nad X', ak pre kazdy
monoid (Y,e) a kazdé zobrazenie f: X’ — Y existuje prave jeden homomorfizmus h: X — Y
taky, Zze pre vetky x € X' plati h(z) = f(x).

Da sa dokazat, ze Tubovolny monoid volny nad ¥ v zmysle definicie 9 je izomorfny s volnym
monoidom (X*,-).

Monoid nie je jedinou algebraickou strukturou, pre ktoru sa da definovat vlastnost volnosti.
Analogicky by sa dala definovat napriklad volnd pologrupa alebo volnd grupa. V skuto¢nosti je vol-

nost dokonca tzv. univerzdlna vlastnost, ¢ize vlastnost, ktora sa pomocou teoérie kategorii definuje
konzistentne pre vSetky druhy algebraickych struktur.

* Polokruh formalnych jazykov

Nech ¥ je abeceda. Mnozina 2% vsetkych formalnych jazykov nad abecedou ¥ tvori s aditivnou
operaciou zjednotenia a multiplikativnou operaciou zretazenia polokruh, ¢o je algebraicka Struk-
tura definované nasledovne:

Definicia 10. Polokruh je usporiadana trojica (S,+,-), kde S je mnozina, +: S x S — S a
-1 S xS — S st binarne operacie na S a kde plati:

(i

(ii

(S,+) je komutativny monoid s neutralnym prvkom Og.
(S,-) je monoid s neutralnym prvkom 1g.

(#4i) Platia distributivne zakony: Va,y,z € S: (x+y)-z=2-z2+y-zaz-(x+y)=z-z+2-y.

)
)
)
) Pre kazdé z € S plati z - 0g = 0g - 2 = Og.

Pozndamka 1. Takto definovana Struktura sa niekedy nazyva aj polokruh s jednotkou, pricom u vse-
obecného polokruhu sa nepozaduje existencia multiplikativneho neutralneho prvku (teda v pod-
mienke (i) sa iba vyZaduje, aby (S, -) bola pologrupa).® V teoretickej informatike sa vSak takmer
vyhradne pouziva horeuvedené definicia.

Tvrdenie 5. Nech ¥ je abeceda. Potom (22*,U, -) je polokruh nazgvany polokruh formalnych
jazykov nad X, s aditivnym neutrdlnym prvkom () a multiplikativnym neutrdlnym prokom {c}.

Doékaz. Prenechavame ¢itatelovi ako elementarne cvicenie. O

Homomorfizmus medzi polokruhmi (S, +g,s), (T, +7, 7) je lubovolné zobrazenie h: S — T
také, ze h(0s) = Or, h(lg) = 1r a pre vietky z,y € S plati h(x +5 y) = h(z) +1 h(y) a
h(z -sy) = h(x) -7 h(y). Ak homomorfizmus jazykov chapeme ako zobrazenie h: 2% — 2" je
takto definované zobrazenie aj homomorfizmom v polokruhu formélnych jazykov. To plati vdaka
identite h(LyULg) = h(L1)Uh(L2) dokdzanej v ulohe 1 a vdaka identite h(Lj - La) = h(L1)-h(L2)
dokézanej v tlohe 2.

3Rovnaka situacia je aj pri definiciach okruhu.



