PiSOMNA SKUSKA 7z ADS pNa 21. 12. 2010

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

Strom z tlohy 2 je vyvéaZzeny (v zmysle pouzivanom pri AVL stromoch).

Obsah pola, v ktorom mame ulozent haldu, je jednozna¢ne uréeny mnozinou prvkov, ktoré sii v tejto halde ulozené.
Tvar vyvazeného binarneho stromu je jednoznac¢ne uréeny mnozinou prvkov, ktora je v iom ulozena.

Kazdy binarny strom s n listami m4 hibku O(logn).

Casové zlozitost MergeSortu na poli s n prvkami je O(n?).
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Aladéar mal pole velkosti n, v ktorom boli celé &isla z rozsahu od 1 po n?. Na usporiadanie tohto pola pouzil

CountSort: ku kazdej hodnote si spoéital poéet vyskytov a podla toho vyplnil vystupné pole. Jeho algoritmus mal

lepsiu casovu zlozitost ako by mal v tejto situdcii klasicky MergeSort.

7. D4 sa z haldy obsahujicej n prvkov vyrobit v ¢ase O(n) (lubovolny, nie nutne vyvaZeny) bindrny vyhladavaci
strom obsahujuci tych istych n prvkov?

8. Dé sa z (lubovolného, nie nutne vyvazeného) bindrneho vyhladavacieho stromu obsahujticeho n prvkov vyrobif v

Case O(n) halda obsahujtca tych istych n prvkov?

1.2 Riesenie

ANO. V kazdom vrchole plati, Ze sa hibky jeho podstromov lisia najviac o 1.

NIE. Napriklad (1,2,3) a (1,3,2) st dve rozne polia, ale kazdé z nich predstavuje haldu obsahujtcu prvky 1, 2 a 3.

NIE. Napriklad existuju dva rézne vyvazené stromy obsahujice prvky 1 a 2.

NIE. Cahko sa da vyrobit binarny strom s n listami a hibkou az n — 1. Prave preto je potrebné vyvazovanie.

ANO. Toto bol chytak. Zapis O(f(n)) ndm udéava len horny odhad ¢asovej zloZitosti, vyrok je teda pravdivy.

Samozrejme, tesny asymptoticky odhad ¢asovej zlozitosti MergeSortu je ©(nlogn).

6. NIE. Casové zlozitost CountSortu je ©(n + 1), kde r je rozsah hodndt, v nasom pripade teda dostdvame zlozitost
©(n?), ¢o je horsie ako MergeSort. (Na pamiitanie si po¢tov vyskytov potrebujeme pouzit pole velkosti n?, ktoré
musime celé prejst.)

7. NIE. Z neutriedeného pola vieme v O(n) vyrobit haldu, z bindrneho vyhladavacieho stromu vieme v O(n) vyrobit
utriedené pole. Keby bola odpoved &no, vedeli by sme triedit v ¢ase O(n), to ale nevieme.

8. ANO. Vypiseme do pola inorder zapis stromu a mame utriedené pole, ktoré zarovei predstavuje haldu.

G o=

2 Pohlad zvnatra: BST [7 bodov]
2.1 Zadanie

Na obréazku je bindrny vyhladdvaci strom obsahujtci 10 navzajom roznych prvkov.
Vyfarbite vSetky vrcholy, kde sa mo6ze nachadzat treti najmensi prvok.
Velmi struéne slovne zddvodnite spravnost svojej odpovede.

2.2 Riesenie

V bindrnom vyhladédvacom strome je jednoznacne urcené poradie prvkov podla
velkosti. KedZe lavy podstrom korenia obsahuje 5 prvkov a 5 > 3, musi byt treti
najmensi prvok v tomto podstrome. Opakovanim tvahy dostavame jediné riesenie,
znazornené na obrazku vpravo.

3 Pohlad zvniitra: ndhodna fronta [20 bodov]
3.1 Zadanie

Popiste, ako by ste implementovali datova struktaru ndhodnd fronta, ktord podporuje operacie ,vloz prvok® a ,vyber
ndhodny prvok“. Pri vybere musia maft vSetky prvky rovnakt pravdepodobnost, ze budu vybrané. Snazte sa dosiahnut
¢o najlepsiu ¢asovu zlozitost pomalSej z operacii.

Mozete predpokladat, Ze mate k dispozicii funkciu generujicu vhodné nédhodné ¢isla. Ak neviete tlohu riesit vo vse-
obecnosti, pridajte si predpoklad, Ze v nasej fronte sa nikdy naraz neobjavi viac ako 100000 prvkov.

3.2 RiesSenie

.....

zlozitostou kazdej operacie ©(logn). Toto je viak zbytoéne pomalé a zdroveti zbytocne zlozité.

Obe operécie sa daju robit v konStantnom case a sta¢i ndm na ne obycajné pole (dynamicky meniace velkost ako
vektor). Vlozenie nového prvku implementujeme tak, Ze ho priddme na koniec pola. Podobne ako u vektoru, ak ndm na
Na vyber prvku si vygenerujeme ndhodné ¢islo od 0 po n — 1, kde n je aktudlny pocet prvkov, a pouzijeme ho ako
index do pola. Takto ndjdeny prvok vypiSeme, na jeho miesto presunieme posledny prvok, aby sme nemali dieru, a pole
o jedno policko skratime (t.j. zmensime pocitadlo prvkov, alokovand pamét ostdva rovnaka).



4 Pohlad zvnitra: jackpot [10+43 bodov]
4.1 Zadanie

Na digitalnom displeji pred kasinom sa zobrazuje vyska jackpotu. Kazda sekundu narastie jackpot o 1 euro. Aby bol stéle
jackpot korektne zobrazeny, je potrebné kazdu sekundu niektoré segmenty na displeji zhasntf a niektoré iné rozsvietit.
Displej mé d cifier, kazda cifra je zobrazend pomocou klasickych 7 segmentov. Prave niekto vyhral jackpot, takze
d — 1 cifier nesvieti a na poslednej pozicii svieti 0.

N4jdite asymptoticky odhad poctu segmentov, ktoré sa dokopy prepni pocas nasledujtcich n sekind. (MoZete predpo-
kladat, ze n < 10%.) Potom uvedte, ¢o sa zmeni, ked vynechAme podmienku, 7e na zaciatku je na displeji nula.

4.2 RieSenie

Lahko je dokazatelny horny odhad O(nd): v kazdom z n krokov sa na kazdej z d pozicii zmeni nanajvys 7 segmentov,
¢o je konStanta. TroSka presnejsi horny odhad je O(nlogn). Na ten si treba vSimnit, ze po n krokoch mame dislo s
O(logn) ciframi, a teda sa nam v kazdom kroku zmenilo O(logn) segmentov.

Zjavny dolny odhad je, Ze v kazdom kroku sa zmeni aspoii jeden segment, teda dokopy mame 2(n) zmien. (Velkd omega
znamena ,aspoil radovo®.)

Medzi hornym a dolnym odhadom, ktoré zatial méme, je vSak rozdiel. Ktory z nich, ak vobec niektory, je tesny?

Spocitajme pocet zmenenych segmentov ina¢: po cifrach. Posledna cifra sa zmeni v kazdom kroku. Predposledna v
kazdom desiatom. T4 pred nou v kazdom stom kroku. A tak dalej. A kazd4 zmena cifry predstavuje zmenu najviac 7
segmentov. Celkovy podet zmien segmentov pocas n krokov teda vieme zhora odhadntt hodnotou Zf;ol L?n / 10iJ.

A tto sumu vieme zhora odhadnif tak, Ze zanedbame celé ¢asti a budeme sumovat az do nekoneéna, ¢im dostdvame
-y iy 1/10° = Tn - (10/9). Celkovy pocet zmenenych segmentov pocas prvych n krokov je preto O(n), a teda ©(n).

(Stacilo uviest aj kvalifikovany odhad, Ze zjavne je zmien na inej ako poslednej pozicii dokopy vyrazne menej ako zmien
na poslednej pozicii, a tych je ©(n).)

Vyssie uvedend tvaha by takmer bez zmeny platila aj keby sa nezacinalo pocitat od nuly. Len dolné celé casti by sme
museli zmenit na horné, tym vSak suma narastie len zanedbatelne: nanajvys o d. V takomto pripade vieme teda o pocte
zmien segmentov povedat, Ze je O(n + d).

5 Pohlad zvonka: kréwky [20 bodov]
5.1 Zadanie

Misof je zavisly na kréwkach. Musi kazd( minatu zjest jednu, inak umrie v bolestivych ki¢och. Kréwky nakupuje tiplne
erstvé od polskych smelinarov. Cerstva kréwka vydrz d minit, potom stvrdne a vylame si na nej zuby. Na vstupe je
¢islo d, ¢islo n a pole obsahujuce ceny kréwiek pocas najblizSich n minat. Najdite efektivny algoritmus, ktory spocita
najmensiu celkovi cenu kréwiek pre Misofa. Dokazte jeho spravnost a odhadnite casovi zlozitost.

(Na plny pocet bodov sta¢i ¢okolvek pouzitelné pre d,n < 10°. Bonusové body za asymptoticky optimalne riesenie!)

Priklad: pre d = 3 a ceny (10,1,5,2,5,10,10) optimalnu cenu 18 dosiahne takto: 1. minttu kupi 1 kréwku a zje ju, 2.
mindtu ich kapi 4 (viac nestihne zjest, kjm stvrdnt) a pocas 4. mintity dokipi dalsie 2 (tie zje pocas 6. a 7. mintty).

5.2 RiesSenie

Pre kazdd minatu potrebujeme uréit, kedy kupit kréwku, ktord bude v dant minttu zjedend. Na vyber mame (nanajvys)
d+ 1 moznosti: bud v aktudlnu mintitu, alebo v jednu z d predchadzajucich. A zjavne sa oplati spomedzi cien za tychto
d + 1 minat vybrat t4 najnizsiu.

Priamociare rieSenie, ktoré zakazdym prezrie vSetky ceny prichddzajice do tivahy, méa ¢asovi zlozitost ©(nd). Je ko-
rektné, takze nejaké body zati boli, ale do optimalneho mé daleko.

Na plny pocet bodov stadilo rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(nlogd). Pouzijeme datova $truktiru multiset — t.j. uspo-
riadand mnozina, ktord moZe obsahovat ndsobné prvky. Implementovana je ako vyvazovany bindrny vyhladdvaci strom,
vSetky operécie s 1iou teda vieme robif v ¢ase logaritmickom od poctu prvkov v nej. V tejto datovej Struktire si budeme
pamitat ceny za poslednych d + 1 minat. Vzdy, ked ideme spracivat nasledujiicu minttu, priddme do multisetu jej
cenu, vyberieme odtial cenu pred d + 1 minitami, a nésledne nijdeme najmensiu zo zapaméitanych cien.

Bonusové body: Existuje viacero komplikovanejsich rieseni, ktoré majiu éasova zlozitost O(n). Jedna moznost je nasekat
si zadané pole cien na tseky dizky d + 1 a v kazdom spoéitat prefixové aj sufixové minimé. Z tjchto informécii uz
vieme v konstantnom ¢ase uréit minimum Iubovolne umiestneného tseku dlzky d + 1. Inad moznost je pouzit datovi
Strukttru deque (obojsmerna fronta) a v tej si pamitat len tie zdznamy (index,cena), ktoré eSte maju Sancu niekedy
byt hfadanym minimom. V kazdom okamihu bude tento zoznam zéroven usporiadany aj podla indexu aj podla ceny
vzostupne. Rozmyslite si, ktoré hodnoty to presne si, aj ako presne sa obsah nasej deque zmeni po precitani dalsej ceny.



6 Pohlad zvonka: reklamy v telke [4 X 5 bodov]
6.1 Zadanie

Predavas zubné kefky zahnuté do pravého uhla, ale moc nejdi na odbyt. EstezZe televizia Matfyza v tomto predviano¢nom
obdobi nepretrzite vysiela bloky reklam. O kazdom bloku ¢ je zndmy pocet Tudi P[i], ktori ho budu sledovat. Chcel by
si si dat pustif reklamu na svoje kefky v niektorych blokoch. Pritom sledujes dva ciele. Prvy: aby neliezla Tudom prilis
na nervy. Ten dosiahnes tak, ze medzi kazdymi dvomi jej vysielaniami bude aspon jeden blok, v ktorom tvoja reklama
vysieland nebude. Druhy ciel je, aby ju dokopy videlo ¢o najviac Tudi. Treba teda vybraf takt mnozinu blokov, aby
stucet ich hodnét P bol najvicsi mozny.

Priklad: pre P = (70000, 30 000, 100 000, 4 500, 9 000,470 000) by sme vybrali prvy, treti a Siesty blok.

a) Dokéazte alebo vyvratte spravnost pazravého algoritmu: Kym mame na vyber, tak v kazdom kroku vyberieme ten
blok, ktory nesusedi so ziadnym skér vybratym blokom a zo vSetkych takych ma najviac divakov.

b) Napiste (ako pseudokéd alebo kus programu) rekurzivny algoritmus skisajtci vSetky moznosti ako vybrat povolenti
sadu blokov. Odhadnite jeho ¢asovi zlozitost zhora. (Bonusové body za asymptoticky tesny odhad!)

¢) Pridajte do predchédzajiceho algoritmu memoizaciu tak, aby vznikol algoritmus s ¢asovou zloZitostou polyno-
midlnou od poétu blokov n. Odhadnite jeho ¢asovi zloZitost.

d) Uvedte ekvivalentny algoritmus, ktory tito tlohu riesi pomocou dynamického programovania.

6.2 RieSenie a)

Najjednoduchsi protipriklad je pole (2,3,2), na ktorom pazravy algoritmus zoberie 3, ale optimélne je zobrat 242.

6.3 RieSenie b)

Predpokladdme, ze vstup mame v globalnom poli P[0..n-1]. NapiSeme rekurzivnu funkciu vyries(x), ktora vyskuisa
vSetky moznosti, ako vybrat povoleni podmnoZinu spomedzi prvych x blokov — teda z pola P[0..x-1]. Névratovou
hodnotou je najvic¢si mozny sucet vybranych prvkov. Fungovanie nasej funkcie je jednoduché: prvé rekurzivne volanie
zodpovedd moznosti, Zze som posledny prvok aktualneho tiseku nevybral, druhé volanie zodpoveda moznosti, ze som ho
vybral (a teda ten bezprostredne pred nim musim preskoéit a na vyber uz mém len x-2 prvkov).

def vyries(x):
if x<=0:
return 0O
else:
return max( vyries(x-1), P[x-1] + vyries(x-2) )

Urdite vieme Gasovu zlozitost tohto algoritmu zhora odhadnit ako O(2"), lebo zakazdym urobime dve rekurzivne volania
a zakazdym sa zmensi ich argument, takze hibka stromu rekurzie nikde neprekroéi n.

(Pozor: D4 sa dokazat dolny odhad ©(2"/2), to ale nie je ani radovo ta ista funkcia! V exponente konstanty zanedbat
nesmieme. Uvedomte si, ze 2/2 = /27))

6.4 RieSenie bonusovej otazky

Ak oznaéime T (n) Casovii zlozitost funkcie vyries pre pole velkosti n, tak vidime, ze funkcia T zjavne splia rekurenciu
T(n) =T(n—1)+T(n —2)+ O(1), odkial T'(n) = O(F),), kde F, je n-té Fibonacciho ¢islo. Teda po zaokrihleni
T(n) = 0(1.618034™), ¢o je o dost lepsi horny odhad.

6.5 RieSenie c)

Priddme memoizaciu: majme globalne pole memo [0..n-1] inicializované na -1. Upravime nasu funkciu nasledovne:

def vyries(x):

if x<=0:
return 0O
else:
# ak sme to este nepocitali, spocitame a ulozime si vysledok
if memo[x] == -1: memo[x] = max( vyries(x-1), P[x-1] + vyries(x-2) )

return memo [x]

6.6 RieSenie d)

best[-1] = best[0] = 0
# postupne pre kazde i od 1 po n spocitame vysledok
for x in [1,2,...,n]: best[x] = max( best[x-1], P[x-1] + best[x-2] )

V oboch poslednych podtlohach je evidentné, ze ¢asova zlozitost je ©(n), kedze kazda z n potrebnych hodnot vypocitame
v konsStantnom case.



