PisSOMNA SKUSKA 7z ADS pNa 20. 12. 2013

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

O kazdom tvrdeni uvedte, ¢i je pravdivé, a svoj nazor struéne (idedlne 1 veta, max 3) zddvodnite.

Mergesort deliaci pole na 1/3 a 2/3 m4 aj v najhorSom moznom pripade ¢asovu zlozitost ©(nlogn).

Pomocou vyvaZz. bindrneho stromu vieme efektivne implementovat abstraktnii datovi Strukttaru ,,prioritna fronta“.
Pomocou binarnej haldy vieme efektivne implementovat abstraktni datova struktiru ,usporiadand mnozina“.

Méame dve n-prvkové polia. V ¢ase O(nlogn) vieme zistit, ¢i je jedno permutéciou druhého.

Existuje implementécia zasobniku, pri ktorej velkost nie je vopred obmedzena (inak ako mnozstvom dostupnej paméte)
a ,push® aj ,pop“ maju zarudene konstantni (t.j. nie len amortizovane konstantnil) ¢asovi zlozitost.
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Méme usporiadané pole obsahujice k® prvkov. Zistit, ¢i sa v fiom nachddza prvok x, vieme v ¢ase O(log k).
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Na vygenerovanie vSetkych podmnozin danej n-prvkovej mnoziny treba ¢as (n!).
8. ©(nlogn) C O(n?).

1.2 Riesenie

1. TRUE. Na kazdej tirovni stromu rekurzie sa spravi nanajvys linedrne mnozstvo prace. (Na prvych drovniach je presne
linedrne, odkedy niektoré vetvy skonéia je mnozstvo prace mensie.) A najhlbSia vetva stromu rekurzie mé eSte stéle
hibku logaritmickt od n (exaktne je to log, /210).

2. TRUE. Vieme v ¢ase O(logn) aj vlozit lubovolny prvok, aj najst a vybrat maximum/minimum.

3. FALSE. V halde napr. nevieme efektivne vyhladavat prvok, resp. vymazat prvok s danou hodnotou.

(Castym argumentom, ktory ale dostal mierne menej bodov, bolo, #e pomocou haldy nevieme efektivne prejst cez
prvky v usporiadanom poradi. Technically, toto nie je iplne pravda, kedZe vieme v eSte-stale-efektivnom ¢ase O(nlogn)
vytvorit z haldy usporiadané pole. Je to vSak pomalSie a menej praktické ako u vyhladévacich stromov, a navyse sa to
neda kombinovat s inymi operaciami.)

4. TRUE. Obe usporiadame (napr. MergeSortom) a nésledne overime ¢ st identické.
(Za implicitného predpokladu, Ze prvky pola vieme porovnavaf aj operatorom <. Ten v zadani nedopatrenim chybal,
ale vyzerd, Zze problémy to nespravilo.)

5. TRUE. Pomocou pointrov a spajaného zoznamu.

6. TRUE. Totiz log k* = 3logk, a teda ¢asové zlozitost bindrneho vyhladavania bude O(log k).

7. FALSE. Sta¢i ndm ¢as O(n - 2"), a n - 2" je pomalsie rastica funkcia ako n!.

8. TRUE. VTavo st funkcie rasttce rddovo tak rychlo ako nlogn, vpravo su vSetky nanajvys kvadratické funkcie, a medzi
tie patria aj funkcie zlava. Formalne napr.: ©(nlogn) C O(nlogn) z definicie ©, a nasledne O(nlogn) C O(n?) vdaka
rychlosti rastu doty¢énych funkcii.

2 Pohlad zvnutra: halda [54+5 bodov]
2.1 Zadanie

Na obrazku je binarna halda s maximom v koreni. St v nej ulozené ¢isla 1 az 10.
a) Dopliite ¢isla do haldy tak, aby vyfarbené pole malo ¢o najviésie ¢islo.

b) Dopliite ¢isla do haldy tak, aby vyfarbené pole malo ¢o najmensie éislo.
Struéne zdovodnite, preco tam vicsie ani mensie éislo od tych vasich byt nemdze.

2.2 RiesSenie

.....

vyznacenym vrcholom musia byt od neho mensie, preto tam méze byt len 6 a viac. Aj pre 6 aj pre 9 Tahko ndjdeme pripustné
vyplnenie celej haldy.

3 Pohlad zvnitra: najdrahsi prvok [24+8 bodov]
3.1 Zadanie

Budeme sa hraf nasledovnt hru. Mam pole a v fiom n roézne drahych veci, oé¢islovanych od 0 do n — 1. V kazdom kole hry
mi poviete dve rozne &isla veci a ja vAm poviem, ktord z nich je drahsia. Ciefom hry je najst najdrahsiu vec.

Priklad: Mam veci s cenami (10,47, 1,2,42). Opytate sa na veci ¢éislo 0 a 3. Odpoviem: drahsia je vec €islo 0.

a) NapiSte program, ktory bude hrat tato hru a v najhor§om pripade polozi najmensi mozny pocet otazok.

b) Dokézte, ze program, ktory ste napisali, méa pozadovani vlastnost.



3.2 RieSenie a)

Nasledujtci program vzdy polozi presne n — 1 otazok.

kde_je_max = 0
for i in range(l,n): kde_je_max = drahsia( kde_je_max, i )
print ( kde_je_max )

3.3 RieSenie b)

Vyskytlo sa niekolko ,,dokazov*, ktoré len slovne prerozpravali, ¢o ich algoritmus z ¢asti a) robi, a nasledne uzavreli, Ze keby
sa Tubovolné porovnanie z neho vynechalo, nefungoval by. Toto nie je dokaz. Dokaz musi ukézat, Ze neexistuje ziaden (ani
principidlne ina¢ fungujuci!) algoritmus, ktory by bol od vasho lepsi.

Velmi oblibend bola tiez mesprdvna argumentécia: ,na kazdy prvok sa potrebujem niekedy pozrief, a teda musim spravit
aspoii n — 1 porovnani“. Predo je tdto argumentédcia nespravna? Preto, Ze kazdym porovnanim sa pozrieme hned na dva
prvky! A teda z argumentu ,na kazdy prvok sa potrebujem niekedy pozriet“ vyplyva len slabsie dolné ohraniéenie: [n/2]
porovnani. V spravnom dokaze bolo treba kltiéovii myslienku sformulovat poriadnejsie.

Spravna argumentacia pomocou kandidatov:

Na zaciatku kazdy prvok kandiduje na to byt globalnym maximom. KaZdou otdzkou spomedzi kandidatov vylic¢ime nanajvys
jedného: toho, o ktorom sme sa préave dozvedeli, Ze je od niektorého iného prvku lacnejsi. KedZe na konci musi byt kandidat
len jeden, musime polozit asporn n — 1 otdzok.

(Ak sa na porovnavania divame ako na zapasy, tak mnozinu kandidatov tvoria tie prvky, ktoré este nikdy neprehrali. Kto
prehréa, vypadne. Aby ostal len jeden neporazeny, musi kazdy z ostatnych aspoii raz prehrat. Z takéhoto pohladu tiez Tahko
vidime, Ze Tubovolny optiméalny algoritmus musi v kazdej otdzke porovnavat dva prvky, ktoré v danom okamihu patria medzi
kandidétov.)

Spravna argumentacia pomocou grafu (¢o je vlastne to isté, len si to ina¢ predstavujeme):

Predstavme si graf, ktorého vrcholy su ¢isla 0 az n — 1. Kazda otazku si zaznac¢ime ako hranu medzi vrcholmi, ktoré sme
porovnavali. Ak polozime menej ako n — 1 ot4dzok, bude mat nas graf aspoii 2 komponenty stvislosti. No a o vzdjomnej
velkosti prvkov, ktoré lezia v rdznych komponentoch, ni¢ nevieme, a teda nevieme ani povedat, v ktorom z komponentov lezi
globalne maximum.

(Rozmyslite si, ze kazdy komponent obsahuje asponi jedného kandidata: najvicési z prvkov v fiom.)

4 Pohlad zvnitra: binarny strom [20 bodov]
4.1 Zadanie

Napiste (nejaky, ¢im efektivnejsi, tym lepsie) algoritmus, ktory k danému vrcholu bindrneho vyhladdvacieho stromu néjde
vrchol s nasledujiicou via¢Sou hodnotou. Inymi slovami, napiste (do detailov) program, ktory sa spusti vzdy, ked inkrementujem
iterdtor ukazujici na prvok v sete. (Vstupom je ukazovatel na vrchol v strome, ndvratovou hodnotou je ukazovatel na iny
vrchol. Detaily uloZenia stromu v pamiiti si vhodne zvolte.)

4.2 RieSenie

.....
.....

.....

nés predok, pre ktorého plati, ze sme v jeho lavom podstrome.)
Implementéacia v Pythone:

def next (kde) :
if kde.right:
kde = kde.right
while kde.left: kde = kde.left
return kde
else:
while True:
if not kde.up: return None
kam = kde.up
if kde == kam.left: return kam
kde = kam

KedZe ideme len dodola, resp. len dohora v strome, ¢asova zlozitost je nanajvys$ priamo timerné jeho hibke — vo vyvazenom
strome to teda bude O(logn).

5 Pohlad zvonka: identifikatory [15 bodov]
5.1 Zadanie

Na vstupe je postupnost n objektov; kazdy objekt je nejaky b-bitovy retazec. Dva objekty povazujeme za rovnaké len ak sa
presne rovnaju ich bitové reprezentéicie. Objektom by sme chceli priradit identifikdtory od 0 po k& — 1, kde k je pocet roznych
objektov na vstupe. Napiste ¢o najefektivnejsi program, ktory nacita dotyénych n objektov, priradi im identifikatory a vypise
postupnost n identifikdtorov zodpovedajicu vstupu. Odhadnite jeho ¢asovi zlozitost.

Priklad: pre vstup Jaro, Zuza, Jaro, Fero je jednym z moznych vystupov postupnost 1, 0, 1, 2.



5.2 RiesSenie 1: usporiadana mapa

Objekty typu popisaného v zadani vieme lahko porovnévat — ¢i uz testovat na rovnost, alebo dokonca sa na ne divat ako na
b-bitové ¢isla a vedief v pripade, Ze nenastéva rovnost, povedat aj, ktoré je mensie. No a toto uz stac¢i napr. na to, aby sme
nase objekty pouzili ako klice do mapy.

Pre jednoduchost budeme pri implementdcii predpokladat, Ze naSe objekty st jednoducho retazce. (Rozmyslite si, Ze Stan-
dardné operatory == a < pre refazce v skutocnosti robia presne to, ¢o sme popisali v predchadzajicom odseku.)

V mape si mdzeme paméitat ku kazdému klucu-objektu identifikdtor, ktory sme mu pridelili. Ked ndm pride na vstupe dalsi
objekt, pozrieme sa, ¢i uz takyto kIi¢ v mape mame. Ak dno, priradend hodnota je identifikdtor, ktory mame vypisat. A
ak nie, tak sme takyto objekt eSte nikdy nevideli. Vtedy inkrementujeme globalne pocitadlo (ktoré pocita, kolko réznych
objektov sme uz videli), novému objektu priradime prislusné poradové ¢islo a zapamétame si tito skuto¢nost v nasej mape.
Casova zlozitost takéhoto riesenia bude O(bnlogn), pretoze spractivame postupne n objektov, pri kazdom z nich spravime
O(logn) porovnani pri hladani kli¢a v mape, a kazdé porovnanie vieme spravit v ¢ase O(b).

#include <iostream>
#include <string>
#include <map>
using namespace std;

int main() {
int next_free_id = 0;
map<string,int> ID;
string name;

while (cin >> name) {
if (!ID.count (name)) ID[name] = next_free_id++;
cout << ID[name] << endl;

5.3 Riesenie 2: heSovanie

Namiesto usporiadanej mapy moZeme samozrejme vyuZit heSovanie: v ¢ase O(b) spocitame heSovaciu hodnotu objektu a
potom, v ofakévanom pripade, urobime konstantny podet porovnani objektov. Takéto rieSenie ndm teda sice nevie dat dobri
zdruku Casovej zloZitosti, ale pri pouziti vhodnej heSovacej funkcie bude jeho ocakdvand Casové zlozitost O(bn).

(Dost vela Iudi o tomto rieSeni bohuzial tvrdilo bud ,¢asova zlozitost je O(bn)“ alebo dokonca ,amortizovana ¢asova zlozitost
je O(bn)“. Oboje je nespravne. Pri heSovani nikdy nemame zaruku, ze vSetko naozaj prebehne s nanajvys konstantnym
poctom kolizii. A amortizovand ¢asova zlozitost je nieco principidlne iné — aj pri tej nds zaujima zaruceny odhad Gasovej
zlozitosti, len tentokrat nie jednej operacie ale ich dostatoc¢ne dlhej postupnosti.)

Jednoduchi implementaciu v C++ dostaneme, ked v predchadzajicom rieSeni namiesto map pouZijeme unordered map. Ekvi-
valentna implementacia v Pythone:

next_free_id = 0

= {}

from sys import stdin
for name in stdin.read() .split():
if name not in ID:
ID[name] = next_free_id
next_free_id += 1
print ( ID[name] )

6 Pohlad zvonka: lyZovacka [5 X 5 bodov]
6.1 Zadanie

Mame kopec. Na kopci je n vyznaénych bodov, ocislovanych od 0 po n — 1. Vyssie ¢islo = vyssSia nadmorska vyska. Bod 0 je
spodok a n — 1 je vrch vleku. Medzi niektorymi dvojicami bodov vedua zjazdovky, a to vzdy zhora dole. Po zjazdovkach sa
odvsadial da dostaf do 0. Nagim cielom je zistit dizku najdlhsej postupnosti zjazdoviek vediicej z bodu n — 1 do bodu 0.
Na vstupe je dané dvojrozmerné pole D. Hodnota D[i][j] je bud dlzka zjazdovky idtcej z i do j, alebo 0 ak taka zjazdovka
neexistuje.

a) Uvazujme jednoduchy pazravy algoritmus: ak stojim v bode, z ktorého ide dalej viacero zjazdoviek, vyberiem si vzdy
najdlhsiu z nich. Dokézte alebo vyvréafte spravnost tohto algoritmu.

b) Napiste rekurzivnu funkciu, ktord nas problém vyriesi tak, Ze bude postupne skusat vSetky mozné spdsoby, ako ist z
bodu n — 1 do bodu 0. Odhadnite zhora ¢asovu zloZitost tohto rieSenia.

¢) Vhodne pridajte do rieSenia podalohy b memoizaciu. Odhadnite zhora ¢asovi zlozitost takto vylepSeného rieSenia.
(Hint: uz pri rieeni podilohy b sa oplati myslief na to, Ze nésledne bude treba riesit tito podilohu.)

d) Prepiste riesenie podilohy ¢ na dynamické programovanie (t.j. ekvivalentné iterativne riesenie nepouzivajice rekurziu).

e) Popiste, ako upravit algoritmus z podtlohy c alebo d tak, aby sme nielen zistili maximalnu mozniti celkovii dizku, ale
aj vedeli efektivne zostrojif (jednu moznt) optimélnu postupnost zjazdoviek.

6.2 RieSenie podilohy a)

Najmensi protipriklad ma n = 3. Uvazujme napr. zjazdovku 2 — 0 dizky 3 a zjazdovky 2 — 1 a 1 — 0 obe dlzky 2. Pazravy
algoritmus by 8iel zjazdovkou dizky 3, avsak optimalna cesta ma dlzku 24+2=4.



6.3 RieSenie podilohy b)

Pri rieSeni tejto podulohy bolo treba rozmyslat. Ak ste na fu nesli spravne, mohlo sa vam staf, Ze ste v nasledujicich
podulohach nemali Sancu. V nasledujicom texte uvddzam ten spravny sposob. Na konci tychto vzorovych rieseni najdete
dodatok o tom, ako sa tuto podilohu riesit nemalo.

Nech som v bode z. Ak este nie som dole, musim si vybraf nejakt zjazdovku, ktorou pdjdem dalej. Nech ma t4 dovedie do
bodu . Nésledne budem staf pred podobnym problémom ako mam teraz: budem v bode i a budem sa chciet dostat dole
pomocou ¢o najdlhsej cesty.

Takto sme prave objavili siivis medzi rieSenim celého problému a rieSenim podobnjch problémov, ktoré st mensie, jedno-
duchsie (lebo sme blizsie ku spodku svahu, a teda méme menej moZnosti na vyber). Ak chceme néjst najlepsie riesenie pre
bod z, sta¢i vysktsat postupne vSetky moznosti, ktorou zjazdovkou ist dalej, a zakazdym (rekurzivne) vyriesit problém ako
z konca doty¢nej zjazdovky optimélne pokracovat dalej.

Tuato rekurzivnu tvahu lahko prepiseme do programu:

def najdlhsia (x):

best = 0
for i in range(x):
if D[(x][1] > O:
best = max( best, D[x][i] + najdlhsia(i) )

return best

print (najdlhsia(n-1))

Vsimnite si, Ze vlastne ani netreba Specidlne oSetrovat bod 0 ako Specidlny pripad: maximalnu vzdialenost z neho dalej
inicializujeme na 0, a kedZze nemame kam dalej ist, tak na 0 aj ostane.

Volny odhad ¢asovej zlozitosti sa d4 spravit napr. nasledovne: v kazdom bode méme nanajvys n moZnosti, kam ist dalej, a
takychto rozhodnuti mame na kazdej ceste nanajvys n, preto je celkova ¢asova zlozitost O(n™).

Tento odhad je sice korektny, ale je prilis voIny. Na lepsi odhad si vS§imnime, Ze kazd4 cesta zhora dole je jednoznacne uréend
mnozinou bodov, ktoré navstivime. A teda moZnjch ciest je len O(2") — teda tolko, ako vSetkych podmnozin danej mnoziny
bodov. No a ¢asova zlozitost nasho algoritmu je zjavne priamo timerné poc¢tu moznych ciest.

6.4 RieSenie podilohy c)

Cely vypocet hodnoty vyssie definovanej funkcie najdinsia(n-1) pozostava z exponencidlneho mnozstva volani funkcii, no
kazda zo zavolanych funkcif je najainsia (i) pre i od 0 po n — 2. No a prave tejto neefektivnosti (zbyto¢ného pocitania tej istej
funkénej hodnoty velakrét) sa vieme zbavif pridanim memoizacie.

Pridanie memoizécie je ¢isto mechanicky proces, pri ktorom uZ netreba rozmyslat. Len skontrolujeme, ¢i sme uz niekedy
dany podproblém riesili (t.j. v naSom pripade & uz pozndme dlzku najdlhsej cesty z bodu z dole) a ak nie, tak ho vyriesime
a rieSenie si zapaméitame.

memo = [ None for i in range(n) ]

def najdlhsia (x):

if memo[x] is not None:

return memo[x]
best = 0
for i in range (x):

if D[(x][1] > O:

best = max( best, D[x][i] + najdlhsia(i) )

memo [x] = best
return best

print (najdlhsia(n-1))

Takto upraveny kéd kazdy z n podproblémov vyriesi len raz. No a vyrieSenie konkrétneho podproblému (neratajic potrebné
rekurzivne volania) prebehne v ¢ase O(n). Celkova ¢asové zlozitost je preto O(n?).

6.5 RieSenie podilohy d)

Prepis z memoizovanej rekurzie na dynamické programovanie je tiez zalezitost takmer mechanicka. Jediné, pri om potrebu-
jeme rozmyslat, je uréenie spravneho poradia, v ktorom riesenia podproblémov pocitat.

V nagom pripade na zistenie dizky najdlhsej cesty z 2 dole potrebujeme poznaf dizku najdlhsej cesty pre body, do ktorjch
sa z x vieme priamo dostat — a tie maju vSetky ¢islo mensie ako x. TakZe nam stacéi jednoducho riesit podproblémy postupne
od 0 po n — 1. Pri tomto porad{ ich rieSenia bude platit, Ze vzdy, ked rieSime nejaky podproblém, tak uz pozname vsetko, ¢o
na jeho vyrieSenie potrebujeme.

Zodpovedajici program:

memo = [ -1 for i in range(n) ]

for x in range(n):
best = 0
for i in range (x):
if D[x][i] > O:
best = max( best, D[x][i] + memo[i] )
memo [x] = best

print ( memo[n-1]

Vsimnite si, ze ,telo“ vonkajsieho for-cyklu je v podstate izomorfné s telom funkcie najdlhsia z predchadzajticej podilohy.



6.6 RieSenie podilohy e)

Okrem toho, Ze si budeme pamiitat, akt dlzku ma optimalne rieSenie, zapaméitame si aj volbu nasledujicej zjazdovky, ktora
k nemu viedla. Asymptotickt éasovu zlozitost algoritmu to neovplyvni.

memo = [ None for i in range(n) ]
odkial = [ None for i in range(n) ]

def najdlhsia (x):
if memo[x] is not None:
return memo[x]
best, prev = 0, None
for i in range (x):
if D[x][1] > O:
curr = D[x][1i] + najdlhsia (i)
if curr > best:

best, prev = curr, i
memo [x] = best
odkial[x] = prev
return best

print (najdlhsia(n-1))
kde = n-1
while kde is not None:
print (kde)
kde = odkial [kde]
(Niektoré odovzdané rieSenia si pre kazdé x pamitali celt optimélnu cestu z neho dole. Toto je sice korektné, ale neefektivne
— zbytocne ndm to o rdd zhorsi ¢asovu zlozitost. Totiz na mieste, kde my robime odkial(x] = prev, by toto rieSenie muselo

zakazdym skopirovat celu stara cestu a potom k nej pridat novy vrchol.)

7 Tazsie bonusové tlohy
7.1 Zadania

B1 (10 bodov) Keby sme v tilohe 3 chceli ndjst aj najlacnejsiu aj najdrahsiu vec, kolko najmenej otdzok ndm zarucene staéi?

B2 (6 bodov) V tlohe 6 uvazujme zlozitejsi pazravy algoritmus: Jednotkovou cenou zjazdovky z ¢ do j nazveme hodnotu
DIi][j]/(i — j). Ak stojim v bode, z ktorého ide dalej viacero zjazdoviek, vyberiem si ti s najvii¢Sou jednotkovou cenou.
Dokézte alebo vyvratte spravnost tohto algoritmu.

B3 (4 body) V tlohe 6 predpokladajme, Ze namiesto pola D je na vstupe zoznam jednotlivych zjazdoviek. Pocet zjazdoviek
oznaéme m a predpokladajme, Ze m je rddovo mensie ako n?. Navrhnite do najlepsiu datova struktiru na ich uloZenie a
povedzte, ako sa jej pouzitie prejavi na ¢asovej a pamétove] zlozitosti riesenia poduloh 6¢ a 6d.

7.2 RiesSenie podulohy B2

Nebolo sa treba zlaknuf, stéle fungovali velmi jednoduché protipriklady. Medzi najmensie patri zjazdovka z 2 do 0 s cenou
3, zjazdovka z 2 do 1 s cenou 1 a zjazdovka z 1 do 0 s cenou 3.

7.3 Riesenie podulohy B3

Riedky graf je vhodné si ulozif ako tzv. zoznam okoli vrcholov: pre kazdy vrchol budeme mat jeden vektor, v ktorom si
ulozime z neho vychédzajice hrany (v nasom pripade teda zjazdovky iduice z prislusného bodu dodola). Takto ndm bude
stacit pamét O(n+m). No a nas algoritmus nasledne upravime tak, aby sa namiesto skiiSania vSetkych moznych nasledujticich
vrcholov pozeral len na hrany, ktoré z aktualneho vrcholu naozaj vedi. Takéto riesenie, po pridani memoizacie, sa na kazda
hranu pozrie len raz. Odtial vyplyva, Ze aj ¢asova zlozitost sa zlepsi na O(n + m).

7.4 RieSenie podiulohy Bl

Optimalny algoritmus potrebuje priblizne 3n/2 otdzok.

Zafneme tym, Ze si prvky rozdelime do dvojic (a moZno jeden zvysi). V kaZzdej dvojici prvky porovname. Ostalo ndm priblizne
n/2 prvkov, ktoré ,vyhrali“ (boli vi¢sie), a priblizne n/2 prvkov, ktoré ,prehrali“. (Ak bolo n neparne, tak ten jeden zvys$ny
prvok patri do oboch skupin.) No a nésledne medzi ,vitazmi“ nijdeme maximum a medzi ,porazenymi“ zase minimum.
Lahko nahliadneme, Ze takto ndjdené hodnoty st nutne globalnym maximom a minimom — totiz globdlne maximum nemohlo
po prvom kole skoncit medzi porazenymi, a vice versa.

Preco je tento algoritmus optimdlny? Na zaciatku mame n prvkov, ktoré moézu byt maximom aj minimom. Vo vSeobecnosti
pocas rieSenia vieme stav popisat ako trojicu (a,b,c), kde a je pocet prvkov, ktoré moézu byt maximom aj minimom, b je
pocet prvkov, ktoré mozu byt len maximom (uz vyhrali, eSte neprehrali) a ¢ je naopak pocet prvkov, ktoré mozu byt len
minimom. My sa teda chceme dostat zo stavu (n,0,0) do stavu (0,1,1).

Rozmyslime si teraz nasledovné pozorovania:

e Prvky, ktoré nemozu byt maximom ani minimom, nemd zmysel porovnévat. V najhorSom pripade sa totiz z takychto
porovnani nikdy ni¢ nedozvieme. (Ak takyto prvok z porovnate napr. s prvkom y, ktory eSte moze byt maximom,
odpoviem vam, Ze y je viacsi, a ni¢ sa nezmenilo.)

e 7 rovnakého dévodu nemé zmysel porovnavat dva prvky, z ktorych moze jeden byt len maximom a druhy len minimom.

e Porovnanim dvoch kandidatov len na maximum (resp. dvoch kandiddtov len na minimum) sa zbavime jedného z nich.
Teda prejdeme zo stavu (a, b, ¢) do stavu (a,b — 1,¢) (resp. do stavu (a,b,c — 1)).



e Ak porovname kandidata x len na maximum s kandiddatom y na oboje, tieZ sa v najhorSom moznom pripade dozvieme
len jednu vec: x je vacsi. V takomto pripade jedind nova informaécia je, Ze y nie je maximum. A teda sa presunieme zo
stavu (a,b, c) do stavu (a — 1,b,c+ 1). Symetricky pre minimum.

e Jedine ak porovname dvoch kandidatov na oboje (teda dva prvky, ktoré sme eSte nikdy s ni¢im neporovnali), mame
istotu, ze vylaéime dve veci: jeden prestane byt kandiddtom na maximum a druhy kandiddtom na minimum. Tato
operécia nas teda dostane zo stavu (a,b,c) do stavu (a — 2,0+ 1,c+ 1).

No a to uz je vSetko. VSimnime si totiz hodnotu 2a + b + ¢ (teda pocet kandidatov na maximum plus pocet kandiddtov na
minimum). T4 je na zaciatku rovnd 2n, na konci ma byt rovnd 2. Zmensit ju vieme o 2 operaciou posledného typu, alebo o
1 niektorymi inymi typmi operacii. No a operédciu posledného typu vieme pouzit nanajvys |n/2]-krat, potom sa ndm mini
prvky, o ktorych ni¢ nevieme.

Slovne: bez ohladu na to, aky algoritmus pouZijeme, vieme pocas neho polozit nanajvys |n/2| otézok takych, Ze naraz
vylt¢ime dvoch kandidatov. Kazdou dalSou otdzkou uz vieme vylacit nanajvys jedného, a tak treba otdzok aspoii (zhruba)
3n/2.

(Umyselne som v tomto vzorovom rieSeni nepisal spravne vietky celé Casti a £1, ktoré by bolo treba na jeho exaktnii
formuléciu. Vhodne si domyslite, kam patria a Ze ni¢ podstatné nemenia.)

8 Dodatky
8.1 Riesenie 3 ulohy 5: univerzalne hesSovanie

Obe riesenia uvedené vyssie stacili na plny podet bodov za tito tlohu. Pre zaujimavost vSak uvddzame aj lepSiu verziu
rieSenia s heSovanim. Namiesto toho, aby sme sa spolahli, Ze preddefinovana heSovacia funkcia bude dobre fungovat pre nase
objekty (¢o v praxi moze a nemusi byt pravda), definujeme si vlastnid, a to pomocou univerzalneho hesovania. Presnejsie si
teda definujeme celt triedu hesovacich funkcii, z ktorych si jednu pri spusteni programu ndhodne vyberieme.

#include <unordered_map>
#include <iostream>
#include <cassert>
#include <string>
#include <random>

using namespace std;

template<unsigned max_bits>
class UniversalHasher {
vector<size_t> hash_data;

public:

UniversalHasher () {
// vyrobime si dobry pseudonahodny generator
std::random_device rd;
std::mt19937 gen(rd());
std::uniform_int_distribution<> dis (0,255);

// vygenerujeme si dostatocny pocet nahodnych hodnot z rozsahu velkosti size_t

while (hash_data.size() < max_bits) {
size_t random_size_t = 0;
for (unsigned i=0; i<sizeof (size_t); ++i) {
random_size_t <<= 8;
random_size_t \: dis (gen) ;

}

hash_data.push_back( random_size_t );

}

size_t operator() (const string &key) const {
assert ( 8xkey.size() <= hash_data.size() );
size_t answer = 0;
for (unsigned i=0; i<key.size(); ++i) {
unsigned char c = key[i];
for (unsigned j=0; 7j<8; ++j) if (c & 1<<j) answer "= hash_data[8xi+7j];

}

return answer;
bi

class StringComparator {

public:

bool operator() (const string &A, const string &B) const { return A==B; }
Vi
int main() {

int next_free_id = 0;

unordered_map< string, int, UniversalHasher<9000>, StringComparator > ID;
string name;

while (cin >> name) {

if (!ID.count (name)) ID[name] = next_free_id++;
cout << ID[name] << endl;

8.2 O nevhodnych spdsoboch riesenia podilohy 6 b)

Ako sme si uz spominali, pri rieSeni nasledujtcich podiloh zéalezalo na konkrétnej implementéacii rekurzivneho rieSenia. T4
nasa, ktora sme si ukazali vysSie, je dobra tym, Ze parametre funkcie st len tie vstupy, od ktorych vystupna hodnota naozaj
zalezi — v nasom pripade teda len ¢islo bodu, kde sa prave nachadzame. Pre kontrast uvadzame ini moznt rekurzivnu funkciu:

best = 0

def skusaj(x,d):
# som v bode x, doteraz som presiel cestu dlzky d, skusam vsetky moznosti ako ist dalej
if x ==



# uz som na spodku
global best
best = max( best, d
else:
for i in range (x):
if D[x][i] > O:
skusaj( i, d + D[x][i] )

skusaj(7,0)

print (best)
Tento program je tieZ korektnym rieSenim podilohy b), dokonca mé aj rovnaki ¢asovi zlozitost. Jeho forma je ale vyrazne
horsia — takyto program nemame Sancu vylep$it memoizéaciou. Jednym z problémov je skutocnost, Ze funkcia skusaj totiz nie
je funkciou v matematickom zmysle, meni globalnu premennt vest. Tohto problému by sa dalo zbavif vyuzitim névratovej
hodnoty funkcie skusasj:

def skusaj(x,d):

# som v bode x, doteraz som presiel cestu dlzky d, skusam vsetky moznosti ako ist dalej
# na vystup vratim najdlhsiu moznu z najdenych ciest

if x ==
# uz som na spodku
return d

else:
najviac = 0

for i in range (x):
if D(x][1] > O:
najviac = max( najviac, skusaj( i, d + D[x][1i] ) )
return najviac

print ( skusaj(7,0) )

Takuto funkciu by sa uz memoizovat dalo... len eSte tam stdle médme zbytoény parameter 4, ktory ndm len rddovo zvacsi
mnozstvo roznych volani nasej funkcia, a tym padom aj ¢asovil a paméifova zlozitost programu.

Preco hovorime, Ze parameter a je zbytoény? Vsimnite si, Ze pri sktisani ciest z bodu x dalej vobec nezalezi na dizke cesty,
ktorou sme do bodu x prisli. Volanie skusaj(x,47) bude sktiSat presne tie isté sposoby cesty z = do 0 ako volanie skusaj(x, 42).
Len teda v prvom pripade kazda cesta, ktort budeme sktiSat, bude o 47 — 42 = 5 dlhsia, ako ked t isti1 cestu budeme
skusat v druhom pripade. No a to nés prave vedie k spréavnej formuldcii programu v podobe, ktorti sme uviedli vyssie: jediny
parameter nasej rekurzivnej funkcie je samotné &slo bodu, v ktorom sme, a navratova hodnota je dizka najdlhsej cesty z
neho dole.

Dobry sposob, ako takito formuldciu priamo zostrojit: sformulujem si problém, ktory chcem riesit (,,Akd dlhd je najdlhsia
cesta zhora dole?“) a ten skiisim zovSeobecnit (,pre kazdé x, akd dlha je najdlhsia cesta z x dole?“), pri¢om dobré zovse-
obecnenie je také, kde medzi jednotlivymi podproblémami existuje suvis (,,ak by najdlhsia cesta z = dole za¢inala hranou z
z do y, musela by pokracovat najdlhSou cestou z y dole“).

Iny dobry sposob: Po tom, ako si sformulujem problém (,,Aka dlhé je najdlhsia cesta zhora dole?“), skisim priamo hladat
dobry rekurzivny popis jeho riesenia. To viiéSinou vyzera tak, Ze sa pozriem na vSetky moZnosti, ako toto riesenie zacdat, ako
spravit ,prvy krok“. Ak mam $tastie, tak po prvom kroku dostanem nieco, ¢o sa na pdovodné zadanie dostatoéne podoba. A
prave v takych pripadoch mé zmysel dant ilohu riesit rekurzivne a nésledne toto rieSenie skusit zefektivnit memoizédciou.
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