PisSOMNA SKUSKA z ADS pNaA 11. 1. 2013

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

1. Existuje datova struktira, ktord v konstantnom case zvldda vlozZenie prvku aj najdenie maxima.

(Prvky netreba vediet odstratiovat. Ani ndjdenie maxima ho z détovej Struktiry neodstréni.)

Existuje datova struktara, ktord v konStantnom case zvlada vlozenie prvku aj odstranenie maxima.

Vektor obsahujici n prvkov, ktoré maju kazdy b bajtov, zaberd vidy O(bn) bajtov pamiite.

Vyvézeny bindrny vyhladdvaci strom obsahujici n takych prvkov zaberd ©(bnlogn) bajtov pamiite.

Pole A méa 5 prvkov, st navzajom rozne. Existuje algoritmus, ktory A usporiada pomocou < 6 porovnani dvojic.
V tlohe o stabilnych manzelstvach existuje vzdy prave jedno riesenie.

Kazdy algoritmus iterujici cez vSetky podmnoziny mnoziny {0, 1,...,n — 1} mé ¢asova zlozitost Q(n!).
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Prioritna frontu vieme efektivne implementovat ako vyvazovany bindrny vyhladévaci strom.

1.2 RiesSenie
1. TRUE. Staéi jedna premennd, v ktorej si pamitame to maximum. (Alebo ak sa ndm bridi prvky zahadzovat, moZeme
pouzit vektor a udrziavat si index do neho, ukazujici na maximalnu hodnotu.)

2. FALSE. Keby existovala, vedeli by sme s jej pomocou napisat triedenie porovnévanim beziace v ¢ase O(n).

. TRUE. Nanajvys 3bn pocas zvic¢Sovania velkosti na dvojnasobok.
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4. FALSE. V kazdom vrchole je len samotny prvok a tri pointre, cely strom teda zabera len ©(bn) bajtov pamiite.
5. FALSE. Na 6 porovnani vieme rozli$it len 2 = 64 moznosti, ale mame 5! = 120 moznych poradi.
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. FALSE. Ukazovali sme si priklad, kedy zaleZalo na tom, kto ,ide na pytacky“. (Oblubenda chyba bola tvrdit, ze vzdy
existuje viac ako jedno rieSenie — to tieZ nie je pravda.)

7. FALSE. Oby¢ajny cyklus cez [0,2") ktory kazdi podmnozinu vypise mé ¢asovi zlozitost ©(n - 27).

8. TRUE. Vieme aj vkladat prvky aj vyberat najvicsi v ¢ase logaritmickom od ich poétu.

2 Pohlad zvnitra: halda [5+45 bodov]
2.1 Zadanie

Na obrazku je binarna halda s maximom v koreni. St v nej ulozené ¢isla 1 az 10.
a) Dopliite ¢isla do haldy tak, aby vyfarbené pole malo ¢o najvicsie éislo.

b) Dopliite ¢isla do haldy tak, aby vyfarbené pole malo ¢o najmensie éislo.
Struéne zdovodnite, preco tam vicsie ani mensie ¢islo od tych vasich byt nemdze.

2.2 RieSenie

Vrchol je az v tretej Grovni, preto tam nemoze byt 9 ani 10. Vrchol m4 syna, preto tam neméze byt 1. Nasledujtce obrazky
ukazuji, ze hodnoty 8 a 2 sa uz skuto¢ne daju dosiahnut.

3 Pohlad zvnitra: asova zlozitost v praxi [1045 bodov]
3.1 Zadanie

Anicka napisala program, ktory nacita n-prvkové pole ¢isel, 1000x ho vypiSe na vystup a potom spocita duplikity v poli
tak, Ze kazdy prvok postupne porovnava so vSetkymi predchadzajucimi.

Odhadnite, ako dlho bude Anic¢kin program bezaf na sii¢asnom beznom pocitaéi pre n = 10, 100, 1000, ..., 1000 000.
Boris spustil Anic¢kin program na pocitaci, ktory ma v pivnici. Pre n = 1000 000 na nom tento program bezal asi 1.2 sekundy.
Ako dlho by tento program bezal na Borisovom pocitac¢i pre n = 3000 0007



3.2 RieSenie

Program spravi n nacitani ¢isla, 1000n vypisov a n(n — 1)/2 porovnani ¢éisel. Jeho ¢asova zloZitost je teda kvadratickd od
n, pricom ale pre malé n prevazi linedrny c¢len. Porovnanie ¢isel je rychle, stac¢i par instrukcii, preto vieme na sucasnych
pocitadoch spravit zhruba 108 porovnani za sekundu. Vstup a vystup st pomalsie, vypisat za sekundu stihneme zhruba 107
Cisel.
Odhadované ¢asy behu uvddzame v tabulke:

n | 10'  10* 10® 10* 10° 10°

cas (s) ‘ 0.001 0.01 0.1 1.5 60 5100
(Dolezitejsi ako trafit sa do tychto odhadov bol samozrejme vhodny postup. Z neho muselo vyplynut, Ze pre malé n odhady
rastli zhruba linedrne, pre velké n kvadraticky.)

Boris mé teda zjavne v pivnici nejaky superpocitac, na tom ale vobec nezalezi. Pre taky obrovsky vstup sa uz ¢asova zlozitost
sprava ako kvadraticka funkcia, a teda ak vstup narastie na 3-nasobok, ¢as behu narastie na 9-nasobok (9 = 32), &ize priblizne
na 11 sektnd.

4 Pohlad zvnitra: binarny strom [15 bodov]
4.1 Zadanie

NapiSte (nejaky, ¢im efektivnejsi, tym lepsie) algoritmus, ktory k danému vrcholu bindrneho vyhladdvacieho stromu néjde
vrchol s nasledujiicou via¢sou hodnotou. Inymi slovami, napiste (do detailov) program, ktory sa spusti vzdy, ked inkrementujem
iterator ukazujuci na prvok v sete.

(Vstupom je ukazovatel na vrchol v strome, névratovou hodnotou je ukazovatel na iny vrchol. Detaily uloZenia stromu v
paméti si vhodne zvolte.)

4.2 RieSenie

V kazdom vrchole stromu budeme mat tri ukazovatele, nazveme ich left, right a up (na Tavého syna, pravého syna a otca).
Ak mé aktudlny vrchol pravého syna, chceme najlavejsi vrchol v jeho podstrome. V opaénom pripade ideme dohora, kym sa

.....

Implementéacia v Pythone:

next (kde) :
if kde.right:
kde = kde.right
while kde.left: kde = kde.left
return kde
else:
while True:
if not kde.up: return None
kam = kde.up
if kde == kam.left: return kam
kde = kam

Kedze ideme len dodola, resp. len dohora v strome, ¢asova zlozitost je nanajvys$ priamo timerné jeho hibke — vo vyvazenom
strome to teda bude O(logn).
Velmi obltbena chyba: Ked zistime, Ze pravého syna nemame, odideme do otca. No ked zistime, Ze povodny vrchol je jeho

.....

5 Pohlad zvonka: jedenkrat zlato [15 bodov]
5.1 Zadanie

V poli Z[0..n — 1] mame od vestice Teodory presné ceny zlata (v eurdch za gram) na dnes a nasledujicich n — 1 dni. Mame
1000 eur. Aby sme neboli podozrivi, moézeme len raz za vSetky peniaze (alebo pripadne len ich ¢ast) zlato nakupit a niekedy
neskor (alebo pripadne hned v ten isty defi) ho zas predat. Navrhnite algoritmus, ktory zisti, kolko najviac pefiazi moZzeme
maf na konci. Dokdzte jeho spravnost a odhadnite ¢asovi zlozitost. (MoZete sa bez rozpisovania odvoldvat na algoritmy a
dokazy z prednésok.)

Priklad: ak Z = (30,29, 33,37, 35), tak je najlepsie nakupit zajtra zlato za vSetky peniaze a o dva dni neskor ho predaf.

5.2 Riesenie

Ideélne by bolo nakupit v globdlnom minime a predat v globdlnom maxime. To ale nemusi ist — ¢o ak je globdlne maximum
skor ako globalne minimum?

Priamociare riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n?) vyskusa vietky dvojice dni.

LepSie rieSenie: postupne budeme skasat vSetky moznosti, kedy predat. Ked uz vieme, kedy predat, kedy nakupit? Musi to
byt v niektory skorsi deni. A spomedzi doty¢énych dni nds samozrejme zaujima ten, kedy je to najlacnejsie.

Tu sa sice poniika pouZit nejakt fancy datova Struktiru typu set, ale je to tplne zbytocné, kedZe to ide aj jednoduchsie —
staci ndm jedind premennd, v ktorej si budeme paméitat doteraz najlep$iu cenu na nakup.

Implementéacia v Pythone:



najlepsi_vystup = vstupny_kapital
najlepsi_nakup = Z[0]

for den_predaja in range(l,n):

# skusime nakupit najlacnejsie ako vieme a potom v dany den predat
najlepsi_vystup = max( najlepsi_vystup, (vstupny_kapital / najlepsi_nakup) * Z[den_predajal )

# pre buduce dni uz budeme moct nakupovat aj v tento den
najlepsi_nakup = min( najlepsi_nakup, Z[den_predajal )

print( najlepsi_vystup )

Neuveritelne oblibend chyba: my v skuto¢nosti hfaddme dvojicu indexov 4, j taku, ze Z[j]/Z]i] je maximalne — ale vela Tudi
s radostou hladalo dvojicu ktord maximalizuje Z[j] — Z[i].

6 Pohlad zvonka: kozmonaut [5 X 5 bodov]
6.1 Zadanie

Howard ide na vesmirnu stanicu. Treba mu nabalif ¢o najviac jedla. V ponuke je n typov tib s jedlom. Kazda tuba i-teho
typu mé kladnt celo¢iselnt hmotnost m; (v gramoch) a kladné redlne ¢islo ¢; udavajiice pocet kaldrii. Kazdej tuby si Howard
moze nabraft, kolko kusov chce, dokopy sa ale musi zmestif do celkového hmotnostného limitu M, lebo viac ruskéd raketa
nevynesie. Zistite, kolko najviac kaldrii moze Howard zobrat so sebou.

Priklad: pre M = 65000, n = 3 a typy veci s (m;,¢;) = (30000, 1000), (16000, 120), (4047,1) Howard vezme 2 veci prvého
typu a 1 vec treticho typu. Celkovd hmotnost bude 64047, celkové mnozZstvo kaldrii 2001.

a) Napiste (ako pseudokdd alebo kus programu) rekurzivny algoritmus skisajici vietky moznosti ako vybrat jedlo. (Za¢ne
napr. tym, Ze pre n-ty typ tuby postupne rekurzivne vyskisa moznosti ,este jednu takato vezmem* a ,,uz ziadnu takato
nevezmem*.) Zdovodnite, Ze va$ program pre lubovolny moZny vstup naozaj skondi.

b) Pridajte do predchadzajtceho algoritmu memoizaciu tak, aby vznikol algoritmus s ¢asovou zlozitostou polynomidlnou
od poétu typov tib n. Odhadnite jeho éasovi zlozitost.

c) Uvedte ekvivalentny algoritmus, ktory tato tlohu riesi pomocou dynamického programovania.

d) Existuju situacie, kedy sa moZeme pozriet na hmotnosti tib a mnozstva kaldrii a z nich priamo ustdit, ze niektoré tuby
urcite v optimalnom rieSeni nepouzijeme. Pre nasledujicu sadu typov tab néjdite dva typy tub, ktoré Howard urcite
brat nebude (bez ohladu na M). Vyslovte kritérium, ktoré ste pouzili, véeobecne. Dokazte jeho spravnost.

Méme n = 7 typov tib s (m;, ¢;) = (3200, 1001), (447, 1), (3000, 1000), (1600, 120), (1310, 98), (2320, 84), (415, 1).

e) Dokazte, ze nefunguje pazravy algoritmus, ktory typy tib usporiada zostupne podla hodnoty c¢;/m; a néasledne zoberie

kazdej z nich ¢o najviac kusov.

6.2 RieSenie podilohy a)

Rekurzivna funkcia bude mat dva parametre: kolko eSte médme nevyuZitej hmotnosti a spomedzi kolkych typov tub este
vyberame. Navratova hodnota bude maximalny pocet kaldrii, ktory v danej situdcii mozeme este mat z tub, ktoré naberieme.

# globalne premenne N, M_max, M[0..N-1], C[0..N-1]

def najlepsi_zisk(vaha,veci):
if veci==0: return 0
odpoved = najlepsi_zisk(vaha,veci-1)
if M[veci-1] <= vaha:
odpoved = max( odpoved, Cl[veci-1] + najlepsi_zisk(vaha-M[veci-1],veci) )
return odpoved

print najlepsi_zisk(M_max,N)

Vsimnite si, Zze oproti verzii, kedy z kazdej veci mame k dispozicii len jeden kus, sa program takmer vobec nelisi. Jediny
rozdiel je v tom, Ze ak tubu vyberieme, pouzijeme rekurzivne volanie najlepsi_zisk(vaha-M[veci-1],veci) namiesto
...,veci-1) — teda si ponechdme moznost vybrat dalsiu rovnaki tubu.

6.3 RieSenie podilohy b)

# globalne premenne N, M_max, M[0..N-1], C[0..N-1]
memo = {}

def najlepsi_zisk(vaha,veci):
if veci==0: return 0O
if (vaha,veci) in memo: return memo[ (vaha,veci) ]
odpoved = najlepsi_zisk(vaha,veci-1)
if M[veci-1] <= vaha:
odpoved = max( odpoved, C[veci-1] + najlepsi_zisk(vaha-M[veci-1],veci) )
memo[ (vaha,veci) ] = odpoved
return odpoved

print najlepsi_zisk(M_max,N)

Casové zlozitost je zjavne O(Mn).



6.4 RieSenie podilohy c)
# globalne premenne N, M_max, M[0..N-1], C[0..N-1], memo[0..M][0..N]
for vaha in range(M+1):
for veci in range(N+1):
if veci==0:
memo [vaha] [veci] = 0
else:
odpoved = memo [vaha] [veci-1]
if M[veci-1] <= vaha:
odpoved = max( odpoved, C[veci-1] + memo[ vaha-M[veci-1] ][veci] )
memo [vaha] [veci] = odpoved

print memo [M_max] [N]

6.5 RieSenie podilohy d)

Definujme, Ze typ tib (m1,c1) je asporn tak vghodny ako typ (ma,c2), ak sicasne plati m; < mg aj ¢ > ca.

Tvrdenie: Ak mdme medzi pontkanymi typmi tib dva typy také, ze (mq,c1) je aspoii tak vyhodny ako (mq, c2), tak existuje
optimalne rieSenie, v ktorom druhy typ vobec nepouzijeme.

Dékaz: Zoberme lubovolné optimélne riesenie. VSetky tuby druhého typu (ak tam nejaké si) mozeme vymenit za tuby prvého
typu: celkovy pocet kaldrii tym neklesne, hmotnost tym nesttpne.

Pre instanciu zo zadania tymto kritériom vieme vylacit typy veci (447,1) a (2320, 84).

6.6 RieSenie podilohy e)

Prvy typ m1 = 1000, ¢; = 1000, druhy typ ms = 700, co = 699, maximdlna povolend hmotnost M = 2100. Pazravy
algoritmus vezme dve tuby prvého typu a uz sa mu ni¢ iné nezmesti. Optimélne je vziat tri tuby druhého typu.



