PiSOMNA SKUSKA z ADS pNA 7. 1. 2013

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

O kazdom tvrdeni uvedte, ¢ je pravdivé, a tromi vetami svoj nazor zdovodnite. Uplne spravna odpoved: 2.5 boda. Spravna
odpoved bez zdévodnenia: 0.5 boda. Nespravna odpoved: 0 bodov. Spravna odpoved s tplne zlym zdévodnenim: 0 bodov.

Ak budeme v MergeSorte pole zakazdym delif na tretinu a dve tretiny, bude ¢asové zlozitost nadalej O(nlogn).

Vo vektore uz mame 47 prvkov. Postupne na jeho koniec priddme n dalich. Toto celé ma ¢asov zlozitost O(n).
Usporiadat TubovoIné pole velkosti 4y/n vieme v ¢ase O(n).

Hodnoty v listoch bindrneho vyhladévacieho stromu st usporiadané podla velkosti zlava doprava.

Vo vyvézenom bindrnom strome sa hibky kazdjch dvoch listov lisia nanajvys o 1.

Z binarnej haldy s minimom v koreni sa d4 v éase O(n) spravit bindrna halda s maximom v koreni.

Vieme si rovnomerne ndhodne vybrat z 5 moznosti, ak smieme pocas rozhodovania max. 47x hodit klasickou kockou?
Pri univerzalnom hesovani do pola velkosti n > 1 vie nepriatel vopred pripravit dvojicu prvkov, ktord vyrobi koliziu.
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1.2 Riesenie

1. TRUE. Najhlbsia vetva rekurzie bude mat hibku priblizne log, s2m < 2lgn.

2. TRUE. Plati ten isty argument ako pre prazdny vektor.

3. TRUE. Zafunguje skoro fubovolné triedenie, dokonca aj také s ¢asovou zlozitostou kvadratickou od dizky pola.
4. TRUE. Vyplyva to napr. z toho, Ze in-order zapis listy navstivi v tomto poradi.

5. FALSE.

6. TRUE. Odignorujeme, Ze ide o haldu s minimom v koreni a jednoducho z danych tdajov v poli univerzalnym algoritmom
beziacim v ¢ase O(n) vyrobime haldu s maximom v koreni.

7. FALSE. Ak by taky algoritmus existoval, lahko ho upravime do podoby, kedy najskor hodi presne 47x kockou a potom
porobi vietky rozhodnutia. Ale 647 (pocet moznych postupnosti vysledkov 47 hodov) nie je delitelné piatimi.

8. FALSE. Pointa univerzalneho heSovania je prave v tom, Ze heSovaciu funkciu si ndhodne volime my. Vdaka tomu
neexistuja ziadne konkrétne zlé vstupy.

2 Pohlad zvnutra: binarny strom [3+7 bodov + 10 bonus]
2.1 Zadanie

Na obréazku je binarny vyhladévaci strom obsahujtci pdrne éisla od 2 do 20, vratane.

a) Ktoré hodnoty moézu byt v koreni?

b) N&jdite jedno mozné poradie, v ktorom mohli byt hodnoty (bez vyvaZzovania
stromu) vkladané, aby mal tento tvar.

¢) Kolko roznych poradi vyhovuje ako odpoved v ¢asti b)?

2.2 Riesenie
Podiloha a)
Kazda hodnota mé jednoznacne uréené miesto — vypis stromu in-order musi vyrobit usporiadanii postupnost. Kedze v lavom

podstrome je 5 vrcholov, v koreni musi byt Sieste najmensie ¢islo: 12.
Nasledujtci obrazok ukazuje jediné korektné vyplnenie stromu hodnotami:




Podiloha b)

Ako prvé muselo byt zjavne vlozené ¢islo v koreni, teda 12. Nésledne dostavame dve mensie samostatné podulohy: povkladat
v spravnom poradi ¢isla z lavého a éisla z pravého podstromu. To moéZzeme urobit postupne, a to opakovanim tej istej ivahy.
Napr. z lavého podstromu koretia sme ako prvi museli vlozit hodnotu 8. Takto dostavame jednu moZna postupnost vkladani:
12, 8, 4, 2, 6, 10, 18, 16, 14, 20.

(Povsimnite si, ze sme vzdy najskor zostrojili Tavy podstrom, aZ potom pravy. V désledku toho sme dostali prave poradie,
ktoré je pre-order zépisom nésho stromu.)

Podiloha c¢) — bonus

Vzdy, ked mame v podilohe b) dva nezavislé podproblémy, moZeme ich rieSenia Tubovolne prelozit cez seba. Ked napr. vieme,
7e postupnost vkladani 8, 4, 2, 6, 10 zostroji lavy podstrom a postupnost 18, 16, 14, 20 zostroji pravy, tak nutne musi cely
strom spravne zostrojit napriklad aj postupnost vkladani: 12, 8, 4, 18, 16, 2, 14, 6, 10, 20.

Pre pravy podstrom korena nasho stromu takto zjavne existuju prave tri postupnosti vkladania, ktoré ho zostroja: prvou je
18, 16, 14, 20, druhou 18, 16, 20, 14 a trefou 18, 20, 16, 14.

Pre podstrom s koretiom vo vrchole s ¢islom 4 sit dve moznosti: 4, 2, 6 alebo 4, 6, 2.

Pre lavy podstrom korefia teda mame osem moZnosti. Musime zacat vlozenim hodnoty 8. Nasledne méame na vyber, ¢ lavy
podstrom pod hodnotou 8 vyrobime v poradi 4, 2, 6 alebo 4, 6, 2. A tiez mame na vyber Styri moznosti, kedy pocas toho
vlozime hodnotu 10.

Uz teda vieme, Ze existuje 8 postupnosti vkladania hodnét, ktoré vyrobia Tavy podstrom korena a 3 postupnosti, ktoré
vyrobia pravy podstrom korena. Existuje teda 8 x 3 = 24 moznosti, ako si vybrat dve konkrétne. A ked sme si uz vybrali
dve konkrétne, kolkymi sposobmi ich vieme prelozit cez seba? Presne (g) = 126, lebo si musime spomedzi 9 vkladani vybrat
tych 5, kedy vkladdme hodnotu do lavého podstromu.

Dokopy teda existuje 24 x 126 = 3024 vyhovujacich poradi vkladania.

3 Pohlad zvnitra: nefronta nezasobnik [20 bodov]
3.1 Zadanie

Detailne implementujte ¢o najefektivnej$iu datovi struktiru, podporujicu nasledovné operéacie: i) vlozenie prvku, ii) vyber
niektorého prvku. Pri operacii typu ii) je ndm skoro jedno, ktory prvok bude vybrany, mame len jedno obmedzenie: ak st
prave v datovej Strukttre viac ako dva prvky, tak vybrany prvok nesmie byt ani prvy vloZeny, ani posledny vloZeny prvok —
teda ani ten prvok, ktory by bol vybrany, keby slo o frontu, ani ten, ktory by sme vybrali, keby slo o zasobnik. Odhadnite
casov zlozitost kazdej z operécii pri vasej implementacii.

(Nanajvys 14 bodov moZete dostat za rieSenie Tahsej verzie tlohy. V nej mozete bez uvadzania detailov implementéacie pouzit
datové struktiry fronta, zasobnik, vektor a spajany zoznam.)

3.2 Riesenie

Obe operacie vieme implementovat v konstantnom ¢ase (resp. amortizovanom konstantnom, ak pouZijeme polia namiesto
spajanych zoznamov).

Jedno mozné riesenie je mat vSetky prvky v jednom zasobniku. Vkladat budeme ako do normélneho zdsobnika, ale vyberaf
budeme druhy prvok zvrchu (ak sa v zasobniku asponi dva). Celé by to napr. v Pythone vyzeralo nasledovne:

class DivnaFronta:
def __init__(self):

self.stack = []

def push(self,x):
self.stack.append(x)

def pop(self):
assert len(self.stack) > 0
if len(self.stack) == 1: return self.stack.pop()
else: return self.stack.pop(-2) # druhy prvok od konca

= DivnaFronta()

push(47); print( Q.pop() )

push(47); Q.push(42); print( Q.pop(), Q.pop() )

push(47); Q.push(42); Q.push(23); Q.push(17); print( Q.pop(), Q.pop() )
push(19); print( Q.pop(), Q.pop() )

o000 00

output:
47

47 42
23 42
17 47
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Pripadne ekvivalentna implementécia len pomocou klasického pop():

def pop(self):
assert len(self.stack) > 0
if len(self.stack) == 1: return self.stack.pop()
else:
first = self.stack.pop()
second = self.stack.pop()
self.stack.append(first)
return second



(Inou moznostou je odlozit si prvy a posledny vloZeny prvok do samostatnych premenngch a len ostatné prvky mat vSetky
v jednej datovej struktire, napriklad zasobniku. Tato moZnost je trochu otravnejSia na implementéciu, ale nie prilis.)

Do tplnosti uz treba len doplnif implementéaciu samotného zasobnika, ti vieme spravit bud pomocou spajaného zoznamu,
alebo ako vektor: zdvojnasobovanim pouzitej pamaéte.
Kompletna implementécia pomocou spajaného zoznamu:

class PolozkaZoznamu:

def __init__(self, data=None, dalej=None): self.data, self.dalej = data, dalej
class Zasobnik:

def __init__(self): self.head = None

def empty(self): return self.head == None

def push(self,x): self.head = PolozkaZoznamu(data=x,dalej=self.head)

def pop(self):
assert self.head != None
out = self.head.data
self.head = self.head.dalej
return out

class DivnaFronta:
def __init__(self): self.stack = Zasobnik()
def push(self,x): self.stack.push(x)

def pop(self):

first = self.stack.pop()

if self.stack.empty():
return first

else:
second = self.stack.pop()
self.stack.push(first)
return second

4 Pohlad zvnutra: zaporné ¢isla [10 bodov]
4.1 Zadanie

V pamiti mame pole A[0..n — 1], v ktorom je ostro rastica postupnost redlnych ¢isel. Napiste funkciu, ktord (idedlne v
lepSom ako linearnom ¢ase) zisti, kolko z tychto éisel je zapornych.

4.2 RiesSenie

Pouzijeme bindrne vyhladavanie, aby sme nasli posledné zaporné a prvé nezaporné ¢éislo. Predstavime si, ze A[—1] = —c0 a
Aln] = oo a inicializujeme ukazovatele [, na —1,n, aby ndm od zadiatku platil invariant, Ze ! ukazuje na zdporné a r na
nezaporné ¢islo. A kym sa ukazovatele nedostant k sebe, opakujeme: pozrieme sa na hodnotu uprostred medzi nimi a podla
jej znamienka na 1iu posunieme jeden z ukazovatelov. Takto v kazdom kroku zmensime interval, v ktorom hladdme, priblizne
na polovicu, dostavame teda riesenie s ¢asovou zlozitostou O(logn).
Implementéacia v Pythone:
1, r = -1, len(A)
while r-1 > 1:

m= (r+1) // 2

if A[m] < 0: 1 =m

else: r=m
print( ’zapornych cisel je’, r )

5 Pohlad zvonka: behy [15 bodov]
5.1 Zadanie

Beh je maximéalny usporiadany tsek pola. Napr. pole (10, 20, 30, 5,6, 7,7, 8, 3,8) ma tri behy. Dokézte alebo vyvratte tvrdenie:
existuje algoritmus, ktory fubovolné pole s n prvkami a b behmi usporiada v ¢ase O(nloghb).

5.2 Riesenie

Pole vieme v ¢ase O(n) rozdelit na jednotlivé behy: jednoducho sekvenéne spracivame prvky, pricom ak je prvok vicési alebo
rovny ako predchadzajuaci, pridame ho do aktudlneho behu, inak ukonc¢ime aktualny beh a prave spractvany prvok pouzijeme
ako prvy prvok nového behu.

Takto dostaneme b rézne dlhych poli, z ktorych kazdé uz je usporiadané. Sucet dizok tjchto poli je presne n. Ostava nadm uz
len pospéajat tieto polia do jedného usporiadaného pola.

To vieme spravif vhodnymi volaniami funkcie Merge z triedenia MergeSort. Spajanie bude prebiehat vo fazach. V kazdej
fdze poparujeme polia do dvojic (prifom mozno ostane jedno nesparované) a na kazdt dvojicu poli zavoldme Merge. Tym
pocet poli zmensime priblizne na polovicu. Kazda faza trva O(n) a celkovy pocet faz je O(logb), éim dostdvame poZadovant
Gasovt zlozitost.

Vsimnite si, Ze nestac¢i povodnych b poli postupne po jednom mergovat do vysledného pola. V najhor§om moznom pripade
(ak b = n, teda vstupné pole bolo usporiadané zostupne) by sme takto dostali rieSenie s ¢asovou zlozitostou ©(n?).

Iny funkény postup spdjania poli: Polia, ktoré este treba pospéjat, si mdzeme udrziavat v halde usporiadané podla poctu
prvkov. V kazdom kroku vyberieme dve najkratsie polia a volanim Merge ich spojime do jedného. Tento postup bude tiez



mat casovi zlozitost O(nlogb), niekedy dokonca este lepSiu. Dokonca sa da dokézat, Zze takto pospdjame polia pomocou
najmensieho mozného celkového poctu operacii. (Tato skutocnost stuvisi s optimalnostou tzv. Huffmanovho kédu.)

A este jedno uplne iné riesenie: Po tom, ako pole v O(n) rozdelime na jednotlivé behy, zoberieme z kazdého behu prvy prvok
a navkladame do haldy dvojice (prvok, id behu z ktorého je). A teraz dokola n-krat z tejto haldy vyberieme najmensi prvok
a néasledne do nej vlozime dalsi prvok z toho behu, do ktorého patril prave vybrany. Aj takto dosiahneme Gasovi zlozitost
O(nlogb).

6 Pohlad zvonka: zber znamok [15/25 bodov]
6.1 Zadanie

Deti zbieraju zndmky a nosia ich mame. Navrhnite pre mamu ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory bude evidovaf udalosti
nizsie popisanych typov. Mena deti st fubovolné (rozumne dlhé) refazce, znamky maji 9-ciferné evidenéné éisla. MozZete sa
bez rozpisovania odvolavat na algoritmy a dokazy z prednasok.

Lahsia verzia (15 bodov): Jediny typ operécie je ,dieta s menom z prinieslo zndmku éislo y*“. Pri jej spracovani je potrebné
upozornit, ak dané diefa uz mé rovnaka znadmku.

Tazsia verzia (25 bodov): Treba efektivne implementovat nasledovné operacie:
— ,diefa s menom z prinieslo znadmku &islo y*,

— ,diefa s menom z; dalo diefatu s menom x5 znamku éislo y*,

— ,,chceme zoznam vSetkych znamok, ktoré m4a dieta s menom x*.

6.2 Riesenie lah3Sej verzie

Stac¢i si pamitat mnozinu dvojic (dieta,zndmka). Na to je najvhodnejSou détovou Struktirou heSovacia tabulka. Napr. v
C++ by sme mohli pouzit unordered_set< pair<string,int> >. Ak si oznac¢ime ¢ najdlhsiu dlzku mena diefata, vieme
kazda operaciu spracovat v ofakdvanom ¢ase O(Y).

6.3 Riesenie taz3ej verzie

Tu si sta¢i samostatne pre kazdé diefa pamiitat jeho mnozinu znamok. Budeme mat teda jednu heSovaciu tabulku, v ktorej
bude klti¢om meno diefata a hodnotou nové hesovacia tabulka obsahujica jeho znamky.

Opiit, prvé dve operdcie vieme spracovat v o¢akdvanom ¢ase O({), pre tretiu operéciu je to o¢akdvany ¢as O(¢) na najdenie
zdznamu pre dané diefa plus zaruéeny ¢as ©(z) na vypis jeho z znadmok.

(Vsetky heSovacie tabulky vieme pripadne nahradif vyvaZovanymi stromami, ¢im sa ¢asova zlozitost vyhladania zmeni na
zaruCenych O(£logn + log z), kde n je pocet roznych deti a z maximélny podet zndmok jedného dietata. Pripadne vieme
pouzit trie na dosiahnutie zarucenej ¢asovej zlozitosti O(¢). Vsetky tieto rieSenia mohli dostat plny pocet bodov.)
Nasleduje ukazkova implementacia v C++ a v Pythone.

#include <iostream>
#include <unordered_map>
#include <unordered_set>
#include <cassert>

using namespace std;

int main() {
unordered_map< string, unordered_set<int> > znamky;
while (true) {
string cmd; cin >> cmd;
if (cmd == "pridaj") {
string x; int z; cin >> x >> z;
if (znamky[x].count(z)) cout << "duplikat\n";
znamky [x] .insert(z);

¥
if (cmd == "odovzdaj") {
string x1, x2; int z; cin >> x1 >> x2 >> z;
assert ( znamky[x1].count(z) );
if (znamky[x2].count(z)) cout << "duplikat\n";
znamky [x1] .erase(2);
znamky [x2] . insert (z) ;
}
if (cmd == "vymenuj") {
string x; cin >> x;
for (int i : znamky[x]) cout << i << "\n";
}

from collections import defaultdict
znamky = defaultdict(set)

while True:

cmd = input().split()

if cmd[0] == "pridaj":
X, z = cmd[1:]
if z in znamky[x]: print("duplikat")
znamky [x] .add (z)

if cmd[0] == "odovzdaj":
x1, x2, z = cmd[1:]



assert z in znamky [x1]
if z in znamky[x2]: print("duplikat")
znamky [x1] . remove (z)
znamky [x2] . add (z)
if cmd[0] == "vymenuj":
x = cmd[1]
print( [z for z in znamky[x]] )



