PiSOMNA SKUSKA 7z ADS DNA 19. 12. 2012 — PREDTERMIN

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

1. Ak v 99-prvkovom poli 470X vymenim dva roézne, nahodne vybrané prvky, mozem na konci dostat Tubovolnii permutéciu.

2. Z haldy sa d& vyrobit bindrny vyhladdvaci strom (nie nutne vyvazeny) v ¢ase O(n).

3. Ak ma n-vrcholovy binarny strom aspon n/2 listov, tak je jeho hibka O(logn).

4. Kazdy binarny strom hibky < 2log, n je nutne vyvazeny (v zmysle def. pre AVL stromy).

5. V halde s minimom v koreni pre Iubovolné prvky z, y plati: ak x > y, tak x je aspoii tak hlboko ako y.

6. Pole obsahujtice n celych ¢isel z mnoziny {0, 1,...,47n — 1} vieme usporiadat v ¢ase asymptoticky lepSom ako nlogn.

7. Pole obsahujtice n celych ¢isel z mnoziny {0, 1,...,n%" — 1} vieme usporiadat v ¢ase asymptoticky lepsom ako n logn.

8. Ked do pola velkosti 1000000 zahesujem 10000 prvkov, pravdepodobnost aspoii jednej kolizie je viicsia ako 1/2.

1.2 RieSenie

1. FALSE. Vyslednd permutécia bude uréite parna (t.j. bude mat parny pocet inverzii). Polovica vSetkych moznych
permutéacii sa teda na vystupe nemé ako objavit.

Obltuben4 chyba: precitat v zadani slovo ,470% ako ,najviac 470“. Potom je spravnou odpovedou, Ze fubovolni permu-
taciu vieme vyrobif na nanajvys 98 vymen.

2. FALSE. Keby sme toto vedeli, vedeli by sme aj triedif porovnavanim v ¢ase radovo lepsom ako n log n: z neusporiadaného
pola vyrobime v ¢ase O(n) haldu (to vieme), potom pouZijeme konstrukciu zo zadania a na zaver vysledny strom v
¢ase O(n) vypiSeme in-order (aj to vieme).

3. FALSE. Neplati napr. pre strom, ktory vznikne, ked bez vyvazovania vkladdme postupnost 2, 1, 4, 3,6, 5,8, 7, ...

4. FALSE. Existuji malé protipriklady, napr. strom, ktory vznikne, ked bez vyvazovania vlozime postupnost 1, 2, 3, 4.
Neplati to ani vo vSeobecnosti, napr. pre 2" vrcholov mdézeme mat strom, ktorého korenn mé prazdny pravy podstrom
a v favom podstrome je Uplny bindrny strom tvoreny 2 — 1 vrcholmi.

5. FALSE. Najmensi protipriklad méa 4 vrcholy, vznikne napr. postupnym vlozenim 1, 2, 4 a 3 do haldy.

6. TRUE. Zafunguje asi hociktory Specificky sort, napr. CountSort.

7. TRUE. Zapisané v n-kovej suistave maju tieto ¢isla < 47 cifier, asové zlozitost RadixSortu v n-kovej stistave bude teda
O(n).

Oblibena chyba: Tvrdit, Ze to nejde, lebo nejaky Specificky postup (zviésa CountSort) nezafunguje.

8. TRUE. Vyplyva z narodeninového paradoxu.

Pohlad zvnitra: stromy a haldy [56+545 bodov + 10 bonus]
2.1 Zadanie

a) Nakreslite vsetky mozné binarne stromy, pre ktoré plati: mnozina vrcholov je {1,2,3,4,5}, je to bindrny vyhladavaci
strom a zarovei aj minimova halda (t.j., kazdy vrchol spliia podmienku haldy). Zdévodnite, pre¢o iné nevyhovujt.

b) Bindrnu haldu s n prvkami vieme ulozit do pola A[0..n — 1] tak, Ze pre vrchol uloZeny na indexe i st jeho synovia (ak
existuji) uloZeni na indexoch 2i + 1 a 2i + 2. Aké velké pole (presne!) by sme potrebovali, ak by sme doii chceli vediet
rovnakym sposobom ulozit lubovolny n-vrcholovy binarny vyhladdvaci strom?

¢) Aké velké pole (asymptoticky) by sme potrebovali v ¢asti b), ak by bolo zarucené, Ze ten strom mé hibku < 2log, n?

d) BONUS: Aké velké pole by sme potrebovali v ¢asti b), ak by bolo zarucené, Ze ten strom je vyvazeny?

2.2 Riesenie

a) Ziaden vrchol nesmie mat Tavého syna, ten by totiz musel od otca byf mensi a vicsi zaroven. Strom mé teda tvar
spéjaného zoznamu idticeho doprava dodola. Zhora dole v fiom postupne musia byt hodnoty od 5 do 1.

b) Najhorsi pripad je zovseobecnenim stromu z podtlohy a). Jeho vrcholy by boli uloZené na indexoch 0, 2, 6, 14, ... Vo

vSeobecnosti pre strom s n vrcholmi bude posledny index 2™ — 2, a teda potrebna velkost pola je 2™ — 1.

Uz vieme, Ze posledny vrchol v hibke & m4 index 2% — 2. Ak teda mame posledny vrchol zrovna v hibke 21log, n, jeho
index bude zhruba 221082 = 2,

Pre vyvazené stromy si vieme odvodif, Ze strom hibky h ma aspon Fj, 3 — 1 vrcholov. Ak teda mame vyvaZeny strom
so zhruba n = ¢* vrcholmi, jeho hibka je v najhorsom pripade k — 3. Na takto hlboky strom potrebujeme pole velkosti
2k=3 &0 je radovo to isté ako 2F. Ked dosadime k = logsn a vhodne upravime, dostavame pre velkost stromu vysledok

nlo8s 2 ~ n14494 To je o chlp menej ako ny/n.

Oblibend chyba: Tvrdif, ze vyvazeny strom musi mat hibku [log, n] 4+ O(1).



3 Pohlad zvnutra: Niekolko najvicsich [6+14 bodov]

3.1

Zadanie

Neusporiadané pole A[0..n — 1] obsahuje prvky, ktoré vieme porovnavat. Chceme ndjst jeho k = (\/ﬁw najvacsich prvkov.
a) Dokazte, ze kazdy program rieSiaci tuto tlohu musi mat éasova zlozitost Q(n), t.j., linedrnu alebo horsiu.
b) Napiste (naozaj do detailov) ¢o najefektivnejsi program riesiaci tito Glohu. Odhadnite jeho ¢asovi zloZitost.

Hint:

Existuje vela optiméalnych rieSeni. Jedno vhodne pouzije haldu. Druhé si pole naseké na vhodne dlhé tseky. Tretie sa

pouzitiu celého triedenia vyhne eSte inym spésobom.

3.2
a)

Riesenie
Dolny odhad priamo vyplyva z toho, Ze sa program musi aspoii raz pozriet na kazdé ¢islo na vstupe.

Podrobnejsi dokaz sporom. Predpokladajme, Ze ste taky program napisali. Potom existuje nejaké dostatoc¢ne velké n
také, ze pre Tubovolné pole velkosti n existuje prvok, na ktory sa nepozrie. Spustim teda ten va$ program na poli
velkosti n obsahujicom samé hodnoty 1. Nésledne si vyberiem niektory prvok, na ktory sa nepozrel. Ak ho zahrnul
medzi vybratych k najvicsich, zmenim ho na 0, inak ho zmenim na 2. A mam vstup, pre ktory dal va$ program
nespravny vystup.

Velmi obltibené chyba: zabudnit na moZnost, ktorti som vyssie vyriesil zmenou na 0. Vela Tudi argumentovalo len tym,
7e ked sa na nejaké prvky nepozriem, moze zrovna na tych pozicidch byf maximum, a teda neddm spréavnu odpoved.
N4smu hypotetickému programu ale ni¢ nebrani vratit na vystupe aj prvky, na ktoré sa nepozrel. Co ak sa napr.
dohodneme, Ze “najst k najvacsich prvkov” znamend najst ich indexy?

(Za toto som stfhal max. bod, kedZe je to len technicky detail.)

Na rozumne vela bodov stacilo implementovat Tubovolné efektivne triedenie. Existujii vSak aj rieSenia s linearnou
dasovou zlozitostou.

Prvé mozné riesenie: V linedrnom c¢ase z pola spravime haldu s maximom v koreni. Nésledne k-krat z tejto haldy
vyberieme najvicsi prvok. Casova zlozitost ©(n + /nlog(n)) = ©(n). Implementovat stac¢i bublanie prvku dodola, to
sa pouzije aj pri vyrobe haldy, aj pri naslednom vyberani.

Druhé mozné riesenie: Rozdelime pole na k tsekov dlzky zhruba k. V kazdom tseku nidjdeme maximum. Nésledne
k-krat zopakujeme: najdi najvicsie spomedzi maxim usekov, to vyber, a nasledne v danom tseku najdi nové maximum.
Casové zlozitost O(k2) = O(n).

Tretie mozné rieSenie: Existuje linedrny algoritmus na néjdenie k-teho najvicsieho prvku. Jeho pouzitim prerozdelime
pole tak, aby na k-tej pozicii od konca bol spravny prvok a napravo od neho samé vicsie alebo rovné prvky. Tie potom
tvoria prave hladantt mnozinu. (Zakladnd myslienka algoritmu: robime to isté ako QuickSort, vzdy sa vSak rekurzivne
zavoldme len na ta ¢ast pola, ktord obsahuje index, ktory néas zaujima.)

Implementéacia druhého riesenia v Pythone:

from random import randint
from math import ceil, sqrt

N
A

12345678
[ randint(0,2%*30-1) for n in range(N) ]

K = int(ceil(sqrt(N)))

# nasekame pole na useky dlzky sqrt(N)
useky = []
for k in range(K): useky.append( A[ k*K : (k+1)*K 1 )

# v kazdom useku najdeme maximum
def najdi_maximum(usek):
for i in range(len(usek)):
if usek[i]>usek[-1]: usek[i],usek[-1] = usek[-1],usek[i]

for usek in useky: najdi_maximum(usek)

# postupne vyrabame odpoved

odpoved = []
while len(odpoved)<K:
best = 0

for k in range(K):
if useky[k][-1] > useky[best][-1]: best=k
odpoved.append( useky[best] [-1] )
useky [best] . pop ()
najdi_maximum( useky[best] )
if len(useky[-1]1)==0: useky.pop() # posledny usek sa nam moze minut

print odpoved

4 Pohlad zvonka: Porovnaj tri naraz [84+12 bodov]

4.1

Zadanie

V poli A[0..n — 1], priom n > 3, mame navzajom roézne prvky nezndmeho typu. Prvky maja navzdjom rozne velkosti, tie
ale nepoznéme. Chceli by sme pole usporiadat podla velkosti prvkov. Jediny sposob, ako vieme prvky porovnévat, je ale



zv]astny: Mame funkciu, ktorej ddme tri rézne indexy do pola a dozvieme sa (v konstantnom ¢ase), ktory z tych troch prvkov
je najmensi, ktory je prostredny a ktory najvacsi.

a) Napiste program, ktory tito tlohu vyriesi s optimalnou ¢asovou zlozitostou.

b) Dokézte, Ze asymptoticka ¢asova zlozitost vasho programu je optimélna.

(V oboch podulohéach je OK sa bez rozpisovania odvolavat na algoritmy a dokazy z prednasok.)

4.2 RiesSenie

a) Pouzijeme lubovolny optimdlny algoritmus pre triedenie porovnavanim, napr. MergeSort. Jediné, ¢o potrebujeme na-
vySe, je funkcia pre porovnanie dvoch prvkov. Ta vieme spravit tak, Ze porovname tie dva, ktoré nas zaujimaju, a
nejaky treti, je jedno aky (len nech je iny). Ako sicast odpovede sa dozvieme porovnanie nasich dvoch prvkov, to ddme
na vystup.

Obltubend chyba: Odbit to celé s tym, Ze ,urobim MergeSort deliaci pole na tri éasti“. OK, to si predstavit viem, ale ¢o
sa potom stane pri mergovani, ked sp4jam tri usporiadané polia a v jednom z nich sa mi uz minuli prvky? Ako spojim
tie zvysné dva?

b) Vieme, Ze kaZzdy algoritmus triedenia porovnivanim méa ¢asovi zlozitost Q(nlogn). Ak by existoval efektivnejsi algo-
ritmus riesiaci zadant tlohu, nutne by existoval aj rovnako efektivny algoritmus triedenia porovnévanim — totiz kazdé
porovnanie trojice vieme naskladat z troch normalnych porovnani.

Obltubend chyba: zamotat sa v argumentécii. Tu to chcelo jasne vyslovit a dokdzat implikdciu: AK by sme vedeli riesit
nasu ulohu efektivnejsie, TAK by sme vedeli triedit porovndvanim efektivnejSie. Vela Tudi namiesto toho len inymi
slovami zopakovalo riesenie podilohy a). To NIE JE to, ¢o sme tu chceli. A argument ,podilohu a) sme vyriesili
MergeSortom a o tom vieme, Ze je optiméalny* tiez nemodzete pouzit — MergeSort je optimélny pre klasické triedenie
porovnivanim, vy ste teraz mali dokdzat, Ze je optimalny aj pre rieSenie tejto novej tlohy.

5 Pohlad zvonka: DNA [5 X 5 bodov + 5 bonus]
5.1 Zadanie

Dve vldkna DNA na seba pasuji, ak majt rovnaka dlzku a obsahujti komplementarne dusikaté bazy (C' ku G, A ku T).
Teda napr. GATTACA a CTAATGT na seba pasuji. Toto moZzeme zovSeobecnit. Nekompatibilita vldken « a 8 bude pocet
elementarnych zmien potrebnyjch na to, aby « a 3 na seba pasovali. Povolené elementarne zmeny budeme uvazovat nasledovné:
i) vynechanie niektorej bazy z vldkna, ii) vloZenie novej bézy kamkolvek do vldkna, iii) zmena Tubovolnej bézy na ini.
Napr. nekompatibilita vlaken o = GGGAGGT a f = CTCCCCT je 3. Jeden optimélny spdsob tprav: z a vynechame 4.
bazu (A), potom do « na druht poziciu vlozime novii bazu A, a nakoniec v 8 poslednit bazu zmenime z 7' na A. Dostaneme
o = GAGGGGT a 8/ = CTCCCCA a tie uz na seba pasuji.

V tejto tilohe sa skusite dopracovat k efektivnemu algoritmu, ktory pre dané dva refazce spocita ich nekompatibilitu.

a) Dokéazte, Ze sa nekompatibilita Ziadnej dvojice retazcov nezmeni, ak zakdZeme elementarne operacie typu ii) — dovolime
teda len mazat bazy a menif existujice bazy na iné.

b) Napiste (ako pseudokdd alebo kus programu) rekurzivny algoritmus skiSajici véetky moZnosti ako postupne upravovat
vldkna pomocou operacii typu i) a iii). Vhodné je zacat napr. od konca: Ako moZe vyzerat optimélna postupnost tprav
ak na seba posledné znaky pasuju? A ako, ked nepasuju?

c¢) Pridajte do predchddzajtaceho algoritmu memoizéciu tak, aby vznikol algoritmus s ¢asovou zloZitostou polynomidlnou
od poétu veci n. Odhadnite jeho ¢asovi zlozitost.

d) Uvedte ekvivalentny algoritmus, ktory tato tlohu riesi pomocou dynamického programovania.

e) Dokazte alebo vyvréfte spravnost pazravého algoritmu: Ak je niektory retazec prazdny, zmazem vSetky pismend dru-
hého. Ak na seba prvé pismend oboch pasuji, oba zmaZem, ale nepoc¢itam to medzi operacie. Ak nie a refazce su roznej
dizky, zmazem prvé pismeno dlhsieho. A ak na seba nepasujt prvé pismena dvoch rovnako dlhjch retazcov, zmenim
jedno z nich tak, aby uz pasovali.

f) BONUS: V praxi ¢akdme, Ze budeme spractvat hlavne dvojice vldken, ktoré na seba skoro pasujia. Ktory z algoritmov
v Castiach ¢), d) a e) je najvhodnejsi a preco?

5.2 RieSenie

a) Majme fubovolné optiméalne rieSenie, v ktorom sme v nejakom kroku pouzili operéciu ii). BUNV nech sme vlozili nejaky
znak z do retazca «. Zjavne na konci tento znak niekde v o bude a niekde v druhom retazci 8 bude znak y, ktory mu
zodpoveda. Ak by sme namiesto vloZenia x do « v poslednom kroku tprav zmazali z § znak y, dostaneme rovnako
dobré (teda tiez optiméalne) rieSenie, v ktorom uz je ale o jedno pouzitie operacie ii) mene;j.

7 toho zjavne vyplyva, ze vzdy existuje optimalne riesenie, pri ktorom nevkladame nové pismena.

b) Ak na seba posledné znaky retazcov pasuji, kazdé optiméalne rieSenie ich zjavne nechd nedotknuté. Ak nepasuji, musi
prist k nejakej zmene: bud jeden z nich zmaZzeme, alebo jeden (je jedno, ktory) zmenime, aby pasoval na druhy.

Program v Pythone:



from sys import stdin
A = stdin.readline()
B = stdin.readline()

def pasuje(x,y): return x+y in [’CG’,’GC’,’AT’,’TA’]

def solve(a,b):
global A,B
# najdi najlepsie riesenie pre A[:a] a B[:b]
if a==0: return b
if b==0: return a
if pasuje(Al[a-1]1,B[b-1]1): return solve(a-1,b-1)
return 1+min( solve(a-1,b), solve(a,b-1), solve(a-1,b-1) )

print solve(len(A),len(B))

Obltibend chyba: Par Tudi sktiSalo mazat len z dlhSieho refazca namiesto z oboch. Tato snaha o optimalizaciu ich
paradoxne stila body, kedZe s touto pravou je uZ rieSenie nekorektné. Vid napr. a = CCTT a B = AAT. V tejto
situdcii na seba posledné znaky a a 8 nepasuju a k optimélnemu rieseniu vedie len volba zmazaf posledny znak (.

V nasledovnej implementécii pouzivame na memoizaciu hesovaciu tabulku. O chlp lepsie by bolo pouzit dvojrozmerné
pole. To pouzijeme v nasledovnej podilohe.

from sys import stdin
A = stdin.readline()
B = stdin.readline()
memo = {}

def pasuje(x,y): return x+y in [’CG’,’GC’,’AT’,’TA’]

def solve(a,b):
global A,B,memo
# najdi najlepsie riesenie pre A[:a] a B[:b]
if a==0: return b
if b==0: return a
if (a,b) in memo: return memo[(a,b)]
if pasuje(A[a-1],B[b-1]1): memo[(a,b)] = solve(a-1,b-1)
else: memo[(a,b)] = 1+min( solve(a-1,b), solve(a,b-1), solve(a-1,b-1) )
return memo[(a,b)]

print solve(len(A),len(B))

Mechanicky prepiSeme program z predchédzajtcej podilohy. Jediné, ¢o si potrebujeme rozmysliet, je poradie, v ktorom
hodnoty memo [a] [b] pocitat. A tu teda nie je moc ¢o rozmyslat, kedze priamociare poradie po riadkoch funguje.

from sys import stdin

A = stdin.readline()

B = stdin.readline()

memo = [ [ 2%*30 for b in range(len(B)+1) ] for a in range(len(A)+1) 1]

def pasuje(x,y): return x+y in [’CG’,’GC’,’AT’,’TA’]

for a in range(len(A)+1):
for b in range(len(B)+1):
if a==0:
memo [a] [b] = b
continue
if b==0:
memo [a] [b]
continue
if pasuje(A[a-1],B[b-11):
memo [a] [b] = memo[a-1] [b-1]
else:
memo [a] [b] = 1+min( memo[a-1] [b], memo[a] [b-1], memo[a-1][b-1] )

a

print memo[ len(A) I[ len(B) ]

Uvazujme refazce a« = TTTCCC a f = CAA. Pazravy algoritmus najskor 3x zahodi prvé pismeno «, ¢im dostane
o =CCC a 8 = CAA. Teraz na seba ani jedna dvojica nepasuje, takze spravime dalSie tri zmeny, ¢o je dokopy 6.

Toto rieSenie ale nie je optimélne. LepS$ie je napr. zmazanim Styroch znakov z konca « vyrobit o/ = TT a zmazanim

jedného znaku zo zaciatku 8 vyrobit 8/ = AA. Tento postup potrebuje len pit operacii. (Rozmyslite si, ¢i je optiméalny.)

Ak Cakdme, Zze bude potrebnych mélo zmien, bude efektivnejsia memoizovanéd rekurzia, kedze vicsinu stavov, ktoré
bude dynamické programovanie vyhodnocovat, rekurzia nikdy nenavstivi.

Obltubend chyba: medzi vyhody memoizécie uviest mensie paméfové naroky — to nemusi byt pravda, kedZe rieSenie
pomocou dynamického programovania vieme upravit tak, aby si pamétalo len dva riadky tabulky.



