PisSOMNA SKUSKA z ADS pNA 18. 1. 2012

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

Pomocou spdjaného zoznamu sa dé efektivne simulovat vektor.

Pomocou vektoru sa dé efektivne simulovat zasobnik (stack).

Pomocou deque (obojsmernej fronty) sa da efektivne simulovat vektor.
Pomocou setu (resp. multisetu) sa da efektivne triedit — v ¢ase ©(nlogn).

U N

Do hesovacej tabulky velkosti n ideme ulozit menej ako n/2 prvkov. Ak pouzijeme dobrt heSovaciu funkciu (napr.
univerzélne heSovanie), s pravdepodobnostou > 1/2 nenastant ziadne kolizie.
Ak bindrny vyhladdvaci strom nie je vyvazeny, tak nevieme zostrojit jeho pre-order zapis v ¢ase O(n).

N o

Dan4 je postupnost n prvkov. Prvok, ktory sa v nej najviackrat opakuje, vieme néjst v ¢ase O(nlogn).
8. Zoznam n Tudi chceme usporiadat podla ddtumu narodenia. Najlepsi algoritmus mé ¢asovi zlozitost ©(nlogn).

1.2 RieSenie

1. FALSE. U vektoru vieme v konStantnom ¢ase pristupovat k lubovolnému prvku (operator[]), zatial ¢o u spaja-
ného zoznamu to nejde.

2. TRUE. Pomocou metéd push_back a pop_back vieme simulovat stack v amortizovanom konStantnom ¢ase na
operaciu.

TRUE. Existujt implementécie deque (napr. deque v C++), ktoré vedia vSetko to, ¢o vektor, a eSte nieco naviac.
TRUE. Zoberieme prvky, vlozime do multisetu a potom ho prejdeme a vypiseme ich v usporiadanom poradi.

FALSE. Pravdepodobnost kolizie je omnoho véésia, vid narodeninovy paradox.
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FALSE. Lubovolny proces, pri ktorom raz prejdeme celym stromom, vieme implementovat v O(n) — totiz raz
nav§tivime kazdy vrchol a nanajvys dvakrat prejdeme kazdou z n — 1 hran. Vyvazenost na to nemé ziaden vplyv.

7. TRUE. Sta¢i ju napr. usporiadat a prejst, alebo si v mape pamétat pre kazdy prvok pocet vyskytov.

8. FALSE. Vzhladom na obmedzeny (konstantny) rozsah moznych ddtumov narodenia bude efektivnejsie pouzit
CountSort, resp. niektoru z verzii BucketSortu.

2 Pohlad zvnitra: bindrny vyhladavaci strom [34+7 bodov]
2.1 Zadanie

Na obréazku je binarny vyhladdvaci strom.
a) Je vyvazeny? Preco?

.....

2.2 Riesenie

Strom je vyvazeny: ked sa pozrieme na Iubovolny vrchol, hibky jeho podstromov sa ligia najviac o 1.
Strom s doplnenymi prvkami je na nasledujicom obrazku:

(Najcastejsia chyba: dat 64 o vrchol vyssie.)

3 Pohlad zvniutra: optimalizacia vyroby [15 bodov]
3.1 Zadanie
Kleofas vyraba rucne malované fupliky. Prieskum trhu ukdzal, Ze ak ich bude predévat za cenu x, pred4 ich roc¢ne

a/(xIn(z + 3)). Ak Kleofas roéne vyrobi t tuplikov, tak bude mat vyrobné naklady ¢+ d/(tIn(t + 3)) na jeden fuplik.
Pri rieSeni predpokladajte, Ze sa d& vyrobif a predat aj necelo¢iselny pocet tuplikov.

cenu < 10, za ktortt ma Kleofa$ predavat tupliky, ak chce mat maximalny mozny éisty zisk.

Hint: Funkcia udévajtca celkovy zisk v zavislosti od ceny mé na [c, 10%] jediné lokalne (a zéroveii globdlne) maximum.



3.2 RieSenie

Pouzijeme ternarne vyhladdvanie.
# globalne premenne: a, b, c, d, epsilon

def zisk(cena):
# spocita zisk pre danu cenu za kus
kusov = a / pow(cena,b) / log(cena+3)
nakladyl = ¢ + d / kusov / log(kusov+3)
ziskl = cena - nakladyl
return kusov * ziskl

lo, hi = c, 10%*9
while hi-lo > epsilon:
ml, m2 = (2*lo+hi)/3., (lo+2*hi)/3.
if zisk(ml) > zisk(m2):
hi = m2
else:
lo = ml

print "Optimalna cena je priblizmne: ", lo

4 Pohlad zvnitra: ndhodny vyber [6+54(5+bonus) bodov]
4.1 Zadanie

a) V pamiti je pole A[0..n — 1]. NapiSte program, ktory ho ndhodne preusporiada.
b) V paméti je pole A[0..n — 1] a ¢islo k& (k < n). NapiSte program, ktory ndhodne vyberie k prvkov pola A.
(Pole A je dovolené menit.)
¢) Na vstupe bude postupne prichadzat n prvkov. Napiste program, ktory pouzije len O(1) pamite a ndhodne vyberie
jeden z nich. Bonusové body za vSeobecnejsie rieSenie: pomocou O(k) pamite vybrat k-ticu ndhodngch prvkov.
(Preusporiadania a vybery musia byt rovnomerne ndhodné — vSetky moznosti musia byt rovnako pravdepodobné.)

4.2 RieSenie podilohy a)

Postupne ideme polom a pre kazdé policko ndhodne vyberieme, ktory prvok nan umiestnime. Casova zloZitost ©(n).

for i in range(len(A)):
x = randint(i,len(A)-1) # nahodne cislo z [i,len(A)-1]
if x>i:
Ali], Alx] = Alx], A[i]

Iné rieSenie (akoby inverzné k predchddzajicemu): Postupne priddvame prvky. Vzdy, ked pribudne novy, vyberieme mu
nahodnt poziciu a umiestnime ho na nu.

for i in range(len(A)):
x = randint(0,i)
if x<i:
Alil, Alx] = A[x], ATli]

4.3 RieSenie podilohy b)

Staci zobraf prvé rieSenie predchadzajicej podilohy a spravit v fiom len prvych k iterdcii. V tomto okamihu je na
prvych k pozicidch pola A ndhodnd k-tica jeho prvkov.

for i in range(k):
x = randint(i,len(A)-1) # nahodne cislo z [i,len(A)-1]
if x>i:
A[i], Alx] = A[x], A[il
return A[:k]

4.4 RieSenie podilohy c)

Aj majster tesir sa utne :) tak aj mne sa podarilo napisat zadanie, ktoré sa dalo interpretovat tak, Ze n je vopred zname.
V takomto pripade je rieSenie lahké: vygenerujeme jedno nédhodné ¢islo z od 1 po n, naéitame z prvkov a vypiSeme
posledny nacitany.



V pripade, Ze n nie je vopred zndme, ide o Glohu z prednasky. RieSenie pre & = 1: pocas ¢itania prvkov si pamétame
jeden prvok — kandidata. Na zaciatku nacitame prvy prvok, ten bude kandiddtom. Potom postupne ¢itame dalSie prvky.
Ked preéitame i-ty prvok, s pravdepodobnostou 1/i ho zoberieme za nového kandidata, inak ho zahodime.

Indukciou sa da dokazaft, Ze po spracovani i-teho prvku ma kazdy z prvych ¢ prvkov pravdepodobnost 1/i, Ze je prave
kandidatom.

5 Pohlad zvonka: rozvrh [20 bodov]
5.1 Zadanie

Na matfyze sa v budiicom semestri bude prednésat n prednasok. Kazdd méa presne stanoveny ¢as zaciatku Z[i] a konca
K[i] (pre jednoduchost nech st to prirodzené ¢isla udavajice offset od zadiatku tyzdiia). Taktiez pre jednoduchost
predpokladajme, Ze kazda prednaska moze byt robend v kazdej miestnosti.

Ako pseudokdd alebo kus programu napiste ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory zisti, kolko najmenej roznych miestnosti
treba na to, aby sa vSetky prednasky mohli uskutocnif. (Staci zistif pocet miestnosti, netreba vypisovat konkrétne
rozmiestnenie predmetov.) Nezabudnite na dokaz spravnosti a odhad ¢asovej zloZitosti.

Priklad: Ak maja byt predndsky v ¢asoch [30,70], [20,80], [72,95] a [65,73], tak treba 3 miestnosti (prva a tretia
prednéska mozu byt po sebe v tej istej miestnosti).

5.2 RiesSenie

Nech k je najvicsie Cislo také, ze v kazdom okamihu bezi nanajvys k£ prednasok naraz.

Z definicie k je zjavné, Ze potrebujeme aspon k miestnosti.

Na druhej strane, lahko dokdzeme, Ze k miestnosti stadi. Predstavme si, Zze zacne bezat tyzden. Vzdy, ked méa zacat
niektora prednéska, ndjde jej prednéasajici prvii volni miestnost a t pouzije. KedZe nikdy nebezi viac ako & prednéasok
naraz, vzdy, ked zaéina prednaska, je aspor jedna z miestnosti volna, takze kazdému sa podari najst pre seba miestnost.
Potrebujeme teda spocitat ¢islo k. To vieme spravit napr. nasledovne: usporiadame si vSetky zaciatky aj konce prednasok.
V usporiadanom poradi potom cez ne prejdeme, pri¢om si udrziavame pocitadlo, kolko prednéasok préve bezi. Toto
rieSenie méa kvoli triedeniu ¢asovi zlozitost ©(nlogn).

Iné riesenie: S rovnakou ¢asovou zlozitostou vieme aj zostrojit jeden mozny rozvrh. Sta¢i mat napr. miestnosti usporia-
dané v prioritnej fronte podla ¢asu, kedy sa uvolnia. Potom postupne spracivame predndsky usporiadané podla ¢asu
zaCiatku. Ak je niektora zo skor pouzitych miestnosti uz volnd, pouzijeme Iubovolnt takd miestnost. A ak st vSetky
plné, priddme novi a ddme aktuélne spractivanti prednasku do nej.

6 Pohlad zvonka: hokej [4 X 5 bodov]
6.1 Zadanie

Hokejovy zéapas sa skondil 4:1. Lubosko by chcel zrekonstruovat priebeh zdpasu. Paméita si len to, Ze nikdy nebol stav
3:0 ani 0:1. Kolko réznych priebehov zédpasu vyhovuje tomu, ¢o si Lubosko paméta?

(Odpoved je 2: bud dali hostia gdl za stavu 1:0, alebo za stavu 2:0.)

Budeme riesit vSeobecnt verziu tejto tlohy. Cielom je zistif poc¢et moZznych priebehov zdpasu pre dané zaverecné skore
d : h, ¢islo n a polia A[0..n — 1] a B[0..n — 1]. Pre kazdé i si je Lubosko isty, Ze stav nikdy nebol Afi] : B[i].

a) Napiste (ako pseudokdd alebo kus programu) rekurzivny algoritmus, ktory vyskisa a overi vSetky mozné priebehy
zapasu a spoéita, kolko z nich vyhovuje. (Odporacanie: zacne tym, Ze vyskisSa obe moznosti, kto strelil posledny
g6l zapasu.)

b) Pridajte do predchédzajiceho algoritmu memoizaciu tak, aby vznikol algoritmus s ¢asovou zlozitostou polyno-
midlnou od d, h, n. Odhadnite jeho éasovi zlozitost.

c¢) Uvedte ekvivalentny algoritmus, ktory tato tlohu riesi pomocou dynamického programovania.

d) Zistite, kolko roznych priebehov mohol mat zépas, ktory skonéil 4:6, pricom nikdy nebolo skére 2:2 ani 1:5.
(Lubovolny postup veduci k spravnej odpovedi je OK. Jednou z moZnosti je simulovat jeden z algoritmov b), c).)

6.2 RieSenie podilohy a)

Podla navodu v zadani: ski§ame od konca v8etky mozné priebehy zapasu a zardtame kazdy, kedy sa ndm podari (bez
toho, aby sme presli cez zakdzané skére) dostat sa az spit k stavu 0:0.

def priebehy(dO,h0):
for di,hl in zip(A,B):
if (d0,h0)==(d1,h1): return O
if dO0==0 and h0==0: return 1
odpoved = 0
if d0>0: odpoved += priebehy(d0-1,h0)
if h0>0: odpoved += priebehy(d0,h0-1)
return odpoved

print priebehy(d,h)



O chlp lepSie riesenie je neskusat zbyto¢ne zakazdym vsetky zakézané skére. Ked si ich nahddZeme do vhodnej datovej
strukttry (napr. hashsetu), pripadne ked nimi vhodne vyplnime dvojrozmerné pole boolovskych hodnot, dostaneme
efektivnejsie riesenie.

def priebehy(d0,h0):
global zakazane
if (d0,h0) in zakazane: return O
if d0==0 and h0==0: return 1
odpoved = 0
if d0>0: odpoved += priebehy(d0-1,h0)
if h0>0: odpoved += priebehy(d0,h0-1)
return odpoved

zakazane = set()
for di,hl in zip(A,B): zakazane.add( (di,hl) )
print priebehy(d,h)

6.3 RieSenie podilohy b)

Priddme memoizaciu. Ak to spravime s prvym vysSie uvedenym rieSenim, dostaneme ¢asovu zlozitost O(dhn), lebo pre
kazdé z (d 4+ 1)(h + 1) moZnych skére kontrolujeme vSetkych n zakdzanych stavov. Z druhého rekurzivneho riesenia
vznikne rieSenie s o¢akévanou ¢asovou zloZitostou O(dh).

def priebehy(d0,h0):
global zakazane, memo
if (d0,h0) in zakazane: return O
if dO0==0 and h0==0: return 1
if (d0,h0) in memo: return memo[ (dO,h0) ]
odpoved = 0
if d0>0: odpoved += priebehy(d0-1,h0)
if h0>0: odpoved += priebehy(d0,h0-1)
memo[ (d0,h0) ] = odpoved
return odpoved

memo = {}

zakazane = set()

for di,hl in zip(A,B): zakazane.add( (d1,hl) )
print priebehy(d,h)

Ak by sme pouzili namiesto hashsetu na zakazané stavy a hashmapy na memoizaciu dvojrozmerné polia, mali by sme
dokonca zaruéenu ¢asovu zlozitost O(dh).

def priebehy(dO,h0):
global zakazane, memo
if zakazane[d0] [hO]: return O
if dO0==0 and h0==0: return 1
if memo[d0] [hO] != -1: return memo [d0] [hO]
odpoved = 0
if d0>0: odpoved += priebehy(d0-1,h0)
if h0>0: odpoved += priebehy(d0,h0-1)
memo [d0] [hO] = odpoved
return odpoved

memo = [ [ -1 for hO in range(h+1) ] for dO in range(d+l) ] # pole (d+1)x(h+1) obsahujuce same -1
zakazane = [ [ False for hO in range(h+1) ] for d0 in range(d+1) ]

for di,hl in zip(A,B): zakazane[d1][h1] = True

print priebehy(d,h)

6.4 RieSenie podilohy c)
Ukazeme si implementaciu, ktora je ¢o najviac identickd s tou pri memoizacii rekurzie:

zakazane = [ [ False for hO in range(h+1l) ] for d0 in range(d+1) ]
for di,hl in zip(A,B): zakazane[d1] [h1] = True

memo = [ [ -1 for hO in range(h+1) ] for dO in range(d+1) 1]



for dO in range(d+1):
for hO in range(h+1):
if zakazane[dO] [hO]:
memo [d0] [h0] = O
continue
if d0==0 and h0==0:
memo [d0] [hO]
continue
odpoved = 0
if d0>0: odpoved += memo[d0-1] [hO]
if h0>0: odpoved += memo[dO] [h0-1]
memo [d0] [h0] = odpoved

1

print memo[d] [h]

6.5 RieSenie podilohy d)

Simulujeme rieSenie podilohy c), pricom postupne vyplnime dvojrozmernd tabulku. Mali by sme sa dopracovat k
vyslednému poc¢tu 96 moznych priebehov.

Iné riesenie: VSetkych priebehov zapasu je (416) = 219. Tych, ktoré obsahuju stav 2:2, je (2;2) (242'4) = 6.15 = 90. Tych,
ktoré obsahuju stav 1:5, je (1?) (3?) = 6.4 = 24. Ziaden zapas nemoze obsahovat aj stav 2:2, aj stav 1:5. Preto je
dobrych priebehov zapasu 210 — 90 — 24 = 96.



