PiSOMNA SKUSKA z ADS pNA 13. 1. 2012

1
1.1

S Gt W=

=

1.2

(True or False) and Justify [20 bodov]

Zadanie

Z in-order zapisu bindrneho vyhladdvacieho stromu vieme tento strom jednozna¢ne zrekonstruovat.

Ak do vektoru, v ktorom uz je n prvkov, postupne vlozim n dalsich, bude zarucene celkova ¢asova zlozitost O(n).
Dve polia obsahuji po n celych ¢isel. V ¢ase O(nlogn) sa dé zistit, ¢i sa niektoré ¢islo nachadza v oboch poliach.
Maéme haldu s minimom v koreni, obsahujtcu n prvkov. Na najdenie mazimdalneho prvku v nej treba ¢as Q(nlogn).
Ak budeme v MergeSorte pole zakazdym delif na $tvrtinu a tri Stvrtiny, bude éasové zlozitost nadalej O(nlogn).
Na palicke je n mravcov. Chcti sa stretnit na jednom mieste. Tym miestom, pre ktoré bude stéet mravcami
prejdenych vzdialenosti minimélny, je aritmeticky priemer ich stradnic (t.j. fazisko mnoziny mravcov).

Nech f je funkcia takd, ze f(n) je n-té Fibonacciho ¢islo. Potom f patri do O(2™).

Ak pri HashSete zmenime poradie, v ktorom doii vkladdme prvky, nezmenime tym celkovy pocet kolizii.

RiesSenie
FALSE. In-order zapisom BST je usporiadand postupnost prvkov, ktoré obsahuje. A t4 o jeho tvare ni¢ nehovori.

TRUE. Dokonca celad postupnost vkladania od prazdneho vektoru az po vektor obsahujtci 2n prvkov dokopy
zaberie len O(n) krokov.

TRUE. Napriklad prvé pole usporiadame a nésledne pre kazdy prvok druhého pola pomocou bindrneho vyhlad4-
vania zistime, ¢i je aj v prvom poli. (Existuje aspoii 5 inych, rovnako efektivnych sposobov.)

FALSE. Staéi jednoducho prejst celé pole, v ktorom je halda uloZené, a ndjst v iom maximum. Toto celé vieme
v ¢ase O(n).

TRUE. Na kazdej tirovni stromu rekurzie je celkova praca O(n) Najhlbsia vetva stromu rekurzie bude mat hibku
priblizne logy /5 n.

(Mimochodom, (3/4)% = 27/64 < 1/2, preto log,/3m < 3logy n. Slovne: najhlbsia vetva bude nanajvys trikrat
taka hlboké ako pri klasickom MergeSorte.)

FALSE. Intuitivne napr. pre mravce na suradniciach 0, 1, 2, 3 a 1000 je optiméalne miesto stretnutia niekde v okoli
0, nie niekde v okoli 200.

Doty¢nym optimalnym miestom stretnutia je medidn stradnic, dokaz bol na predndske. Hlavna myslienka: ked
miesto stretnutia posunieme z medidnu stiradnic inam, viacerym mravcom tym usSkodime ako pomozeme.

TRUE. Dokonca plati f(n) < 2", ¢o sa lahko dokéZe napr. indukciou.

(Pozor, otazka sa pytala na velkost Fibonacciho &isel, nie na éasovi zloZitost ich vypoétul!)

TRUE, ale vlastne FALSE.

Na body stacila odpoved, Ze pocet kolizii je podet dvojic prvkov, ktoré sa zaheSuji na to isté miesto tabulky. A
tato definicia v sebe nikde nezohladiiuje poradie, v ktorom ich vkladdme. (Ak napr. rieSime kolizie zrefazenim,
na konci tak ¢i onak dostaneme rovnako dlhé spajané zoznamy, len prvky v ramci konkrétneho zoznamu nemusia
byt v tom istom poradi.)

V skutoénosti je vSak odpoved ind. Vyssie uvedend odpoved totiz mé v sebe oproti zadaniu jeden dodatocny
predpoklad: Ze sa pocas celého procesu pouziva jedna a ta istd heSovacia funkcia. Skutoéné HashSety st zvicésa
implementované tak, ze vzdy, ked sa heSovacia tabulka dostato¢ne zaplni, alokuje sa nova vicésia a do nej sa
vSetky prvky zo starej tabulky prehesuju. Pri takejto implementécii mézu rézne poradia vkladania prvkov viest k
réznemu poctu kolizii.

2 Pohlad zvnitra: halda [44+6 bodov]

2.1

Na obrazku je binarna halda s maximom v koreni.

a) Vyfarbite vSetky vrcholy, kde sa méze nachddzat prvok s hodnotou 47.

b) Vypliite vSetky prézdne vrcholy navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami
tak, aby vznikla korektna halda.

Zadanie




2.2 RiesSenie

10)( 4

Prvok s hodnotou 47 sa nemdZe nachadzat na ceste hore z prvku 94, ani na ziadnej z ciest dodola z prvku 12.

3 Pohlad zvnutra: prasa strikes back [15 bodov]
3.1 Zadanie

V pamiti mame pole A[l..n]. Toto pole bolo volakedy usporiadané v ostro rastticom poradi. Potom ale prislo prasa. A
t& svirla ndm toto pole zrotovala o niekolko pozicii doprava. Priklad: pole A = (6,47,1,2,4) bolo zrotované o 2 pouzicie.
Napiste ¢o najefektivnejsiu funkciu, ktord pre dané x zisti, ¢i sa v poli A nachadza. Dobré rieSenie by to malo zvladnut
bez toho, aby sa pozrelo na vicsinu poli¢ok pola A.

Pomécka: Asi to bude jednoduchsie, ak najskor zistite, o kolko t4 sviila zrotovala pole. Ale ide to aj bez toho.

3.2 RiesSenie

.....

niekolko (aspoil jeden) velkych prvkov a nésledne niekolko (mozno aj nula) malgch.

Na uréenie presného poétu velkych prvkov pouzijeme bindrne vyhladdvanie. Pri implementacii mozeme pouzit poloot-
voreny interval: Tava hranicu inicializujeme na 1 (prvok A[l] je urcite velky) a pravii na n + 1 (o prvku A[n + 1] si
predstavime, Ze je maly).

Akonéhle ndjdeme pocet velkych prvkov, mame pole A rozdelené na dve rasttice ¢asti. V tej z nich, ktord méZe obsahovat
x, ho druhym bindrnym vyhladdvanim najdeme.

Celkové Casové zlozitost tohto algoritmu je zjavne O(logn).

Implementéacia v Pythone:

def najdi(x):
global A
# na rozdiel od popisu v programe indexujeme od O
lo, hi = 0, len(A)
while hi-lo>1:
med = (lo+hi) // 2
if A[med] >= A[0]: lo = med
else: hi = med
# a teraz najdeme x v spravnej polovici
if x >= A[0]: lo, hi = 0, hi
else: lo, hi lo, len(A)
while hi-lo>1:
med = (lo+hi) // 2
if A[med] <= x: lo = med
else: hi = med
if A[lo]==x: return lo
return -1

3.3 Iné rieSenie

Obe ¢asti predchédzajtceho rieSenia sa da robit sticasne. Na zafiatku sa pozrieme, ¢i je hladand hodnota x velk4 alebo
mald. Nasledne robime bindrne vyhladévanie, pricom zakazdym, ked sa pozrieme na nejaky prvok pola A, vieme povedat,
¢ musi byt z nalavo alebo napravo od neho.

(St styri pripady: Ak je hladané x velké a policko, na ktoré sme sa prave pozreli, malé, je x v lavej Casti. A naopak,
ak je z malé a poli¢ko velké, treba = hladat napravo. A v pripadoch, kedy st aj x aj poli¢ko velké (alebo oba malé)
porovndme ich hodnoty a podla toho sa rozhodneme.)

4 Pohlad zvnutra: podmnoZiny podmnoZin [15 bodov a bonus]
4.1 Zadanie

Velitel mé posadku tvorenti n vojakmi, oéislovanymi 1 az n. Potrebuje sa rozhodnif, ktori vojaci buda v noci spat a ktori
hliadkovat. A o kazdom hliadkujicom vojakovi sa potrebuje rozhodnif, ¢i bude hliadkovat pri brane alebo okolo plota.
Napiste program, ktory velitelovi vypiSe vSetky mozZnosti, ktoré ma na vyber. (Ak méte program s optimélnou
¢asovou zlozitostou, dostanete bonusové body, ak ju navyse spravne odhadnete a dokazete, Ze je optiméalna.)



4.2 RieSenie

Priamo podla ndzvu: vygenerujeme vSetky podmnoziny vojakov. Pre kazdi podmnozinu si povieme, Ze toto su vojaci,
ktori ida hliadkovat. Nésledne z nich vyberieme vSetkymi sposobmi podmnozinu tych, ktori buda hliadkovat pri brane.
Na generovanie podmnozin mézeme pouzit bud rekurziu, alebo jednoduchi iteraciu po prislusntt mocninu dvoch.
Implementécia v Pythone:

for hliadkuju in range(2**n):
subset = [ x for x in range(n) if (hliadkuju & 2**x) ]
for brana in range(2+*len(subset)):
for i in range(len(subset)):
if brana & 2%*i:
print ’vojak’, subset[i]+1, ’pri brane’
else:
print ’vojak’, subset[i]+1, ’okolo plotu’
print

4.3 Iné rieSenie

Pre kazdého vojaka mame tri moznosti: bud nehliadkuje vobec, alebo hliadkuje pri bréne, alebo okolo plotu.
Implementéacia v Pythone pomocou rekurzie:

aktualne_brana = []

aktualne_plot = []
def vyber (koho):
if koho==0:
print aktualne_brana, aktualne_plot
else:

# tohto vojaka nepouzijeme
vyber (koho-1)

# tohto vojaka dame ku brane
aktualne_brana.append(koho)
vyber (koho-1)
aktualne_brana.pop()

# tohto vojaka dame ku plotu
aktualne_plot.append (koho)
vyber (koho-1)
aktualne_plot.pop()

vyber (n)

4.4 Bonus

Z druhého riesenia je zjavné, ze existuje presne 3" moznych rozvrhov.

Tiez lahko dokdzeme, Ze celkova velkost vystupu je ©(n3™). Ak vypisujeme vSetkych vojakov, je to zjavné: pre kazdy
rozvrh vypiSeme n vojakov. Ale plati to aj vtedy, ak vypisujeme vzdy len vojakov, ktori hliadkuja: totiz kazdy vojak
hliadkuje v 2.3"~! moznostiach.

Kazdy program riesiaci tito ulohu ma teda ¢asovi zlozitost 2(n3™).

O druhom programe je zjavné, Ze jeho ¢asova zlozitost je ©(n3"™), je teda optimdlny. Takuto ista ¢asovi zlozitost ma

n
=

aj prvy nas program, dokaz je zaloZeny na identite ) " (?) 2t = 3". T4 vyplyva napr. z binomickej vety pre (2 + 1)".

5 Pohlad zvonka: realitna kancelaria [7/13/20 bodov]
5.1 Zadanie

Realitna kancelaria pontika na svojej webstranke na predaj byty. Uvazujme niekolko typov operacii:

1. navstevnik(s): Ked pride ndvstevnik na stranku, dostane otdzku, ako drahy byt hladd. Zada sumu s a stranka
mu ukaze k bytov, ktorych cena je najblizsia sume s. (Cislo k je rddovo mensie ako pocet n vietkych bytov.)

2. novy_byt (adresa,cena): Realitka ma novy byt na predaj, treba ho pridat do ponuky.

3. predane(adresa): Byt na danej adrese bol predany, treba ho z ponuky odstranit.

Vyberte si jednu z moznosti:

a) (max. 7 bodov) Navrhnite ¢o najlepsiu datovi Struktiru umoziiujicu efektivne robif operacie typu 1.

b) (max. 13 bodov) Navrhnite ¢o najlepsiu datovi struktiru umoziujicu efektivne robit operacie typu 1 a 2.

¢) (max. 20 bodov) Navrhnite ¢o najlepsiu sadu détovych struktar umoziiujicu efektivne robit operacie typu 1, 2 aj 3.



Bez ohladu na vybranti moznost: Slovne popiste implementéciu navrhovaného riesenia pomocou datovych struktar z
prednasky. Odhadnite ¢asovi zlozitost jednotlivych operacii ako funkciu n a k.

5.2 RieSenie podulohy a)

Ak sa mnozina bytov nemeni, je najjednoduchsim rieSenim maf byty v obyfajnom poli, usporiadané podla ceny. Ked
pride poziadavka, bindrnym vyhladdvanim nijdeme miesto zodpovedajice zadanej sume s a z jeho okolia vypiSeme k
bytov. Casova zlozitost kazdej operacie je O(k + logn).

Podrobnejsi popis vypisu spravnych bytov: Nech = je poradové ¢islo posledného bytu s cenou < s. Polozme y = = + 1.
Teraz k-krat zopakujeme: Ak je byt ¢islo x blizsie cenou ku s ako byt ¢islo y, vypi$ byt = a zmensi x, inak vypis byt y
a zvicsi y.

5.3 RieSenie podilohy b)

Ak potrebujeme aj do mnoziny vediet pridavat nové byty, najlepSou volbou je Set: usporiadand mnoZzina, implemento-
vané ako vyvaZovany bindrny vyhladavaci strom. Byty si v iom budeme udrZiavat usporiadané podla ceny.

VloZenie nového bytu vieme realizovat v ¢ase O(logn). Vypis bytov pre ndvstevnika mé ¢asovu zlozitost O(klogn), lebo
potrebujeme k-krat posuntt iterator na predchadzajtci/nasledujici byt a kazdé posunutie iterdtora ma ¢asova zlozitost
O(logn).

(Existuje aj Sikovnejsia implementacia BST, v ktorej si v kazdom vrchole navySe pamétame ukazovatele na predcha-
dzajuci a nasledujtci prvok v in-order poradi. V takomto strome vieme vypisat byty s ¢asovou zlozitostou O(k + logn).
V praxi aj v pisomke je vSak dostato¢ne dobré aj predchadzajice rieSenie.)

5.4 RieSenie podilohy c)

V ¢om je problém pri mazani bytov? V tom, Ze usporiadané ich mame podla ceny, zatial ¢o pri mazani bytu pozname
len jeho adresu. Aby sme vedeli zmazat byt zo Setu, potrebujeme ho tam efektivne néjst. A na to treba k adrese vediet
rychlo uréit cenu prislusného bytu.

Na toto mozeme pouzit napr. HashMap (asociativne pole), v ktorom si ku kazdej adrese budeme pamétat cenu pri-
slusného bytu. Vymazanie bytu spomedzi ponikanych potom spravime na dva kroky: najskor si pomocou HashMapy
zistime ku adrese cenu, a nasledne si v Sete najdeme zaznam s prislusnou cenou a adresou a odstranime ho. Ocakavana
¢asové zlozitost je O(logn) kvoli mazaniu zo Setu.

(Iné riesenie je pamiitat si v HashMape priamo ukazovatele do Setu. Este iné rieSenie je pouZif namiesto HashMapy
usporiadant Mapu, ¢asovu zloZitost to nepokazi.)

Implementécia v C++:

// kod je pisany podla noveho standardu C++11

// v g++ je skompilovatelny so switchom -std=gnu++11, resp. -std=gnu++0x
#include <iostream>

#include <sstream>

#include <set>

#include <unordered_map>

#include <utility>

using namespace std;

const int INFINITY = 1234567890;

const int K = 3;

set< pair<int,string> > byty_podla_ceny;
unordered_map< string, int > cena_ku_adrese;

int main() {
// inicializacia
byty_podla_ceny.insert( make_pair (-INFINITY,"") );
byty_podla_ceny.insert( make_pair (+INFINITY,"") );

while (true) {
string cmd; getline(cin,cmd);

if (emd=="novy_byt") {
string adresa; getline(cin,adresa);
string tmp; getline(cin,tmp);
int cena; stringstream(tmp) >> cena;
byty_podla_ceny.insert( make_pair( cena, adresa ) );
cena_ku_adrese[ adresa ] = cena;

}

if (cmd=="predane") {
string adresa; getline(cin,adresa);
int cena = cena_ku_adrese[adresa]l;
cena_ku_adrese.erase( adresa );
byty_podla_ceny.erase( make_pair( cena, adresa ) );

}

if (cmd=="navstevnik") {

string tmp; getline(cin,tmp);

int s; stringstream(tmp) >> s;

auto y = byty_podla_ceny.lower_bound( make_pair(s+1,"") );

auto x = y; --Xx;

for (int i=0; i<K; ++i) {
if (x->first==-INFINITY && y->first==+INFINITY) break; // mame menej ako K bytov v ponuke
if (x->first==-INFINITY) { ++y; continue; }



if (y->first==+INFINITY) { --x; continue; }
if (abs(s-x->first) < abs(s-y->first)) --x; else ++y;

}
for (auto it=++x; it!=y; ++it) cout << it->second << " za cenu " << it->first << endl;
¥
}
}
6 Pohlad zvonka: problém vreca v krajine hojnosti [4 X 5 bodov]

6.1 Zadanie

V sklade je n typov veci. Kazda vec i-teho typu mé kladnu celoéiselnit hmotnost m; (v gramoch) a kladnt cenu ¢;. Veci
kazdého typu je velmi vela. Do skladu prisiel zlodej s dostatoéne velkym vrecom. V tiom zvladda odniest veci s celkovou
hmotnostou nanajvy$s M. N4jdite najdrahsiu sadu veci, ktoré zvldda odniest. Priklad: pre M = 65000, n = 3 a
typy veci s (my, ¢;) = (30000, 1000), (16000, 120), (4047, 1) zlodej vezme 2 veci prvého typu a 1 vec tretieho typu.

a) Napiste (ako pseudokdd alebo kus programu) rekurzivny algoritmus skdsajtci vSetky moZnosti ako vybraf veci
do vreca. (Zafne napr. tym, Ze pre n-ti vec postupne rekurzivne vyskaSa moznosti ,este jednu takato vezmem®
a ,uZ ziadnu takato nevezmem®.) Zdévodnite, Ze va$ program pre [ubovolny mozny vstup naozaj skondi.

b) Pridajte do predchadzajiceho algoritmu memoizaciu tak, aby vznikol algoritmus s ¢asovou zloZitostou polyno-
mialnou od poc¢tu veci n. Odhadnite jeho ¢asovi zloZitost.

c¢) Uvedte ekvivalentny algoritmus, ktory tato tlohu riesi pomocou dynamického programovania.

d) Existuju situacie, kedy sa mozeme pozrief na hmotnosti a ceny veci a z nich priamo ustdit, Ze niektoré veci uréite
v optiméalnom rieSeni nepouzijeme. Pre nasledujicu sadu typov veci najdite dva typy veci, ktoré zlodej urcite

kradnit nebude (bez ohladu na M). Vyslovte kritérium, ktoré ste pouzili, v§eobecne. Dokézte jeho spravnost.
Mame n = 7 typov veci s (m;,¢;) = (3200,1001), (447, 1), (3000, 1000), (1600, 120), (1310, 98), (2320, 84), (415,1).

6.2 RieSenie podilohy a)

Rekurzivna funkcia bude mat dva parametre: kolko eSte mame volnej nosnosti a spomedzi kolkjch typov veci este
vyberame. Névratova hodnota bude maximalny zisk, ktory v danej situacii mozeme esSte mat za veci, ktoré naberieme.

# globalne premenne N, M_max, M[0..N-1], C[0..N-1]

def najlepsi_zisk(vaha,veci):
if veci==0: return 0
odpoved = najlepsi_zisk(vaha,veci-1)
if M[veci-1] <= vaha:
odpoved = max( odpoved, C[veci-1] + najlepsi_zisk(vaha-M[veci-1],veci) )
return odpoved

print najlepsi_zisk(M_max,N)

Vsimnite si, ze oproti verzii, kedy z kazdej veci mame k dispozicii len jeden kus, sa program takmer vobec nelisi. Jediny
rozdiel je v tom, ze ak vec vyberieme, pouzijeme rekurzivne volanie najlepsi_zisk(vaha-M[veci-1],veci) namiesto
.,veci-1) — teda si ponechdme moznost vybrat dalsiu rovnaka vec.

6.3 RieSenie podilohy b)

# globalne premenne N, M_max, M[0..N-1], C[0..N-1]
memo = {}

def najlepsi_zisk(vaha,veci):
if veci==0: return O
if (vaha,veci) in memo: return memo[ (vaha,veci) ]
odpoved = najlepsi_zisk(vaha,veci-1)
if M[veci-1] <= vaha:
odpoved = max( odpoved, C[veci-1] + najlepsi_zisk(vaha-M[veci-1],veci) )
memo[ (vaha,veci) ] = odpoved
return odpoved

print najlepsi_zisk(M_max,N)

Casova zlozitost je zjavne O(Mn).

6.4 RieSenie podilohy c)
# globalne premenne N, M_max, M[0..N-1], C[0..N-1], memo[0..M][0..N]

for vaha in range(M+1):
for veci in range(N+1):

if veci==0:
memo [vaha] [veci] = 0

else:
odpoved = memo [vaha] [veci-1]
if M[veci-1] <= vaha:

odpoved = max( odpoved, C[veci-1] + memo[ vaha-M[veci-1] ][veci] )

memo [vaha] [veci] = odpoved

print memo [M_max] [N]



6.5 RieSenie podilohy d)

Definujme, Ze typ veci (mq,c1) je aspori tak vyhodny ako typ (ma,cq), ak sicasne plati m; < mg aj ¢1 > co.

Tvrdenie: Ak mame medzi pontkanymi typmi veci dva typy také, Ze (m1,c1) je asponi tak vyhodny ako (maq,ce), tak
existuje optiméalne riesenie, v ktorom druhy typ vobec nepouzijeme.

Dokaz: Zoberme Iubovolné optimélne rieSenie. VSetky predmety druhého typu (ak tam nejaké si) mozeme vymenit za
predmety prvého typu: cena tym neklesne, hmotnost tym nestpne.

Pre instanciu zo zadania tymto kritériom vieme vylacit typy veci (447,1) a (2320, 84).



