PisOMNA SKUSKA z ADS pNA FIXME. 12. 2011 — PREDTERMIN

1 (True or False) and Justify [20 bodov]

Zadanie

—
—

Existuje algoritmus, ktory Tubovolné n-prvkové pole, v ktorom je len 47 roznych hodnot, usporiada v ¢ase O(n).
Rozmiestnenie prvkov v halde nezavisi od poradia, v akom sme ich vkladali.

Rozmiestnenie prvkov v bindrnom vyhladdvacom strome nezavisi od poradia, v akom sme ich vkladali.

O usporiadanom poli s n? prvkami vieme v ¢ase O(logn) zistit, ¢ obsahuje dany prvok z.

Najvicési prvok v bindrnom vyhladdvacom strome je aj v pre-order, aj v in-order, aj v post-order zapise posledny.
V halde s minimom v koreni pre IubovoIné prvky z, y plati: ak = > y, tak x je aspoii tak hlboko ako y.

Kazdy (aj nevyvazeny) binarny vyhladavaci strom s n prvkami ma hibku Q(logn).

Ak v obci s n domami nie st ziadne dva susedné od seba viac ako 100 m, tak na obec stac¢i [n/11] zastavok.
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1.2 RiesSenie
1. TRUE. Napriklad CountSort: zistime si, aké hodnoty sa v poli nachddzaju, pre kazda spocitame, kolkokrat sa
tam nachadza, a na zaver pomocou tychto po¢tov vyplnime vystupné, usporiadané pole.

2. FALSE. Ked do prazdnej minimovej haldy postupne vlozime hodnoty (1,2,3), dostaneme inti haldu ako ked
vlozime (1,3, 2).

3. FALSE. Co vlozime prvé, to bude cely ¢as v koreni. (Tvrdenie by neplatilo ani vtedy, ak by sme uvazovali
vyvaZované AVL stromy.)

4. TRUE. Binérne vyhladdvanie mé taktto ¢asovii zlozitost, lebo log n? = 2log n.

5. FALSE. V post-order zapise je poslednym vypisanym prvkom ten v koreni, ¢o sice moze byt najvicsi zo vsetkych,
ale zviésa nim nebude. (Iba v in-order zapise tvrdenie zo zadania plati. Rozmyslite si sami, preco nemusi platit v
pre-order zapise.)

6. FALSE. Napr. minimovéa halda, ktord ma v koreni hodnotu 1, v lavom podstrome hodnoty 2, 3, 4 a v pravom
podstrome hodnoty 5, 6, 7.

7. TRUE. Slovne, tvrdenie zo zadania hovori ,ma hibku aspoii radovo logn“. A to musi platif, napr. preto, ze kazdy
strom hibky k& méa nanajvys 25+ — 1 vrcholov.

8. TRUE. N&s pazravy algoritmus vyrobi takéto pokrytie. Spolu s prvym domom pokryjeme vSetky, ktoré st nanajvys
1000 m za nim, a takych je aspoii 10 (alebo vSetky po koniec dediny, ak sa ndm uz minuli).

2 Pohlad zvnatra: BST [5+5 bodov]
2.1 Zadanie

Na obréazku je bindrny vyhladavaci strom obsahujici 10 navzajom roznych prvkov.
a) Vyfarbite vSetky vrcholy, kde sa moze nachddzat prvok s hodnotou 47.
b) V strome nie je prvok s hodnotou 42. Dokreslite vSetky moZnosti, kde

moze pribudnif novy vrchol, ked prvok 42 do tohto stromu vlozime.

2.2 RiesSenie

a) Su to vrcholy vyfarbené na nasledujucom obrézku:

1)

b) Si to nové vyfarbené vrcholy na nasledujicom obrazku:




3 Pohlad zvnitra: Podobné k sebe [15 bodov]
3.1 Zadanie

V poli A[0..n — 1] méme prvky nezndmeho typu. Mdme funkciu, ktord ndm pre dvojicu prvkov v konstantnom case
povie, & sa podobaji. Podobnost je symetricka, ale nie nutne tranzitivna. Ulohou je preusporiadaf toto pole tak, aby
platilo, ze kazdé dva po sebe idiice prvky sa na seba podobaju (alebo zistit, Ze sa to neda).

Dokézte, ze kaZdy algoritmus riesiaci tito tlohu musi mat ¢asovu zlozitost Q(nlogn).

3.2 Riesenie

Ide o maskovana tlohu hladania tzv. Hamiltonovskej cesty v grafe — prvky st vrcholy grafu, funkcia ndm o dvojici
vrcholov hovori, ¢i st spojené hranou. Nie je zndmy vobec Ziadny algoritmus s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou,
riesiaci tuto dlohu. (Keby ste ale vedeli dokazat, Ze taky algoritmus neexistuje, slusne si zarobite :-).)

Nasa tloha je ale vyrazne jednoduchsia, dékaz je analégiou dékazu pre triedenie.

Zvolme si pevné n. Pre kazda permutéciu n prvkov existuje konkrétny vstup taky, Ze doty¢né permutécia a jej reverz si
jeho jedingmi dvomi rieSeniami. Preto musi kazdy program riesiaci nasu tlohu vediet dat aspoii n!/2 roznych vystupov.
A to znamen4, Ze v najhorSom moZnom pripade sa musi postupne pozriet na aspon [log,(n!/2)] dvojic prvkov. No a
na to treba Q(nlogn) krokov vypoctu.

Iné rieSenie. Vieme dokonca dokézaf, Ze potrebné ¢asova zlozitost je Q(n?), a to argumentom ,niekedy je nutné zistit
podobnost pre velmi vela dvojic prvkov*.

Nech n = 2k. Uvazujme vstup, pre ktory st podobné kazdé dva prvky s ¢islami 0 az k — 1 a taktiez kazdé dva s ¢islami
k az 2k — 1. Tvrdime, Ze pre tento vstup Iubovolny algoritmus riesiaci nasu tlohu spravi (n?) krokov. To preto, Ze
sa musi pre kazda dvojicu prvkov (i,j) taka, Ze ¢ < k < j, opytaf, ¢éi sa podobaji. Jedine tak totiz overi, Ze naozaj
neexistuje ziadny sposob ako prvky usporiadat.

4 Pohlad zvnitra: multiset [15 bodov]
4.1 Zadanie

Dostali ste kniznicu, v ktorej je implementovany ordered_set. To je datova Struktira, v ktorej viete reprezentovat
usporiadant mnozinu: efektivne robit operacie insert(x) (vloz x ak tam eSte nie je), erase (vymaZ x ak tam je) a
lower_bound(x) (ndjdi najmensi prvok >x).

Pomocou tejto datovej struktiry implementujte multiset: datova Struktiru pre mnozinu s nasobnymi prvkami. T4
by mala podporovat (aspoil) operdcie insert(x), erase_one(x), erase_all(x) (vymaz jeden vyskyt x, resp. vymaz
v8etky vyskyty x) a count (x) (zisti, kolkokrat obsahuje x).

Idealne rieSenie okrem volani metéd ordered_setu spravi pri kazdej operécii len O(1) inych krokov vypocétu. Ak takéto
rieSenie neviete nédjst, najdite najlepsie, aké viete — prinajhorsom nejako implementujte multiset tplne bez pouzitia
ordered_setu.

4.2 RieSenie

Multiset vieme lahko implementovat pomocou asociativneho pola: ku kazdému prvku (kltéu) si budeme pamiitat celé
¢islo (hodnotu) udévajtce, kolkokrat mame dotyény prvok v naSom multisete.

Pouzijeme teda rovnaky postup ako ked pomocou setu implementujeme asociativne pole: budeme mat ordered_set,

do ktorého budeme vkladat zdznamy — usporiadané dvojice (prvok, celé ¢islo).

Teraz popiseme implementéciu jednotlivych metdd ndsho multisetu. Ten budeme oznacovat M, nim pouzivany ordered_set
usporiadanych dvojic budeme oznacovat S.

e Metdéda M. count (x): Zavolame metédu S.lower_bound s parametrom (x,0). Ak ndm vrati prvok (x,y), vratime

.....

e Metéda M. insert (x): Zavoldme metédu M. count (x), zistime si y. Ak je y kladné, zavoldme S. erase s parametrom
(x,y). Zavolame S.insert s parametrom (x,y+1).

e Metédy M.erase_* implementujeme analogicky.

5 Pohlad zvonka: stihanie mftvych &iar [(747+6) bodov + bonus]
5.1 Zadanie

Janku ¢aka n povinnosti. O kazdej z nich vie ¢as t; (v sekundéch), ktory jej zaberie, a deadline d; (v sekundach odteraz,
d; > t;), dokedy to musi byt hotové. Cinnost na povinnostiach moéze Iubovolne prerusovat — ak méa povinnost, ktord
trva 100 sekind, moZe spravit 47.7 sekundy teraz a zvy$nych 52.3 neskor.
a) Navrhnite pazravy algoritmus, ktory zisti, ¢i vie Janka stihntt vSetky povinnosti. Odhadnite jeho ¢asovi zloZitost.
b) Dokéazte spravnost vasho pazravého algoritmu (napr.: ,Uréite ni¢ nepokazim, ak ... lebo ... )
c) Tazsia tiloha: Kazd4 povinnost ma aj ¢as zaciatku z; < d; — t;, odkedy sa vobec d4 na nej pracovat.

Upravte algoritmus z ¢asti a) tak, aby riesil aj tato lohu. (6 bodov za ¢okolvek polynomidlne, bonus za efektivne)



5.2 RieSenie

Spravny pazravy algoritmus: Vzdy robim na tej povinnosti, ktora ma najskor deadline, a to az kym ju celd nespravim
alebo neuplynie doty¢ény deadline.

Dokaz spravnosti: Nech existuje nejaky rozvrh, pri ktorom Janka vSetko stihne. Pozrime sa na Tubovolné dve po sebe
vykonavané ¢innosti. Ak robila najskér na povinnosti s neskorsim deadline a potom na povinnosti so skorsim, zjavne
ni¢ nepokazime, ak tieto dve ¢innosti medzi sebou vymenime. (Neovplyvni to ni¢ pred nimi ani po nich. A vymenu
urdite mozeme spravif — rozmyslite si, ze ak sme v pévodnom rozvrhu neprekrodili ziaden deadline, neprekro¢ime ho ani
teraz.)

Koneénym poc¢tom takjchto vymen vieme fubovolny vyhovujtci rozvrh prerobif na taky, kde Janka postupne pracuje
na ulohach v poradi podla ich deadline. A teda ak existuje korektné rieSenie, tak nas pazravy postup korektné rieSenie
urcite vyrobi.

Tazsi problém zas nie je o tolko tazsi — len sa pri rozhodovani vzdy pozerame iba na tie tlohy, ktoré uz mézeme riesit.
Jedina zmena oproti predchadzajicemu rieSeniu je teda nasledovna: ak sa pocas toho, ako riesime jednu ulohu, ,zjavi®
ina so skorsim deadline, tak t1 prave rieSenti prerusime a pustime sa do tej novej.

Inymi slovami, algoritmus mo6Zeme implementovat tak, Ze otadzku ,,¢o odteraz robit?“ si Janka bude zodpovedat nie len
v Case 0 a Casoch, kedy prave doriesila niektora tlohu, ale taktiez v kazdom z Casov z;.

Existuje implementécia s ¢asovou zlozitostou O(nlogn) — simulujeme ¢innost Janky, pricom tulohy, ktoré uz moze robit
a eSte nesplnila, si paméitdme v halde usporiadané podla deadline.

6 Pohlad zvonka: problém vreca [4 X 5 bodov + bonus]
6.1 Zadanie

Kazdy, kto uz skisal narvat kopu veci do batohu & kufra, vie, Ze nezalez{ len na nasej nosnosti, ale aj na objeme veci.
N4s zlodej mé pred sebou n veci. Kazda vec mé celo¢iselny objem v; (v decilitroch), celo¢iselntt hmotnost m; (v stovkach
gramov) a cenu ¢;. Zlodej mé so sebou vrece, do ktorého sa zmestia veci s celkovym objemom nanajvys V. Zlodej v
nom zvlada odniest veci s celkovou hmotnostou nanajvys M. Najdite najdrah$iu mnozinu veci, ktoré zvldda odniest.
Priklad: pre V = 700, M = 650, n = 3 a veci s (v;, m;, ¢;) = (500,20, 40), (100, 35,42), (200, 430,47) vezme veci 2 a 3.

a) Napiste (ako pseudokéd alebo kus programu) rekurzivny algoritmus skSajici vetky moznosti ako vybrat veci do
vreca. (Zac¢ne napr. tym, Ze pre n-ti vec postupne rekurzivne vyskisa moznosti ,vezmem ju“ a ,nevezmem ju“.)

b) Pridajte do predchédzajiceho algoritmu memoizaciu tak, aby vznikol algoritmus s ¢asovou zloZitostou polyno-
midlnou od poétu veci n. Odhadnite jeho ¢asovi zlozitost.

c¢) Uvedte ekvivalentny algoritmus, ktory tato tlohu riesi pomocou dynamického programovania.

d) Dokazte alebo vyvratte spravnost pazravého algoritmu:
Pre kazda vec vypoéitame jej vyhodnost ; = ¢; / max(v;/V, m; /M) a néasledne do vreca po jednej vkladame veci,
pri¢om zakazdym spomedzi veci, ktoré este pripadaji do Gvahy, vyberieme t s najviicéSou vyhodnostou.

e) Za bonusové body: Ktory z algoritmov z ¢asti b) a ¢) by ste si v praxi vybrali a preco?

6.2 RieSenie

Stav niekde uprostred skiSania vieme popisat tromi ¢islami: o kolkych veciach sme sa eSte nerozhodli, ¢ ich chceme;
kolko volného objemu eSte mame vo vreci; kolko hmotnosti eSte zvladame uniest. Toto teda budid aj parametre nasej
rekurzivnej funkcie. T4 bude zodpovedat otdzku: ,,Aky najlepsi zisk viem mat z veci s ¢islami 1,...,a, ak mozu mat
celkovy objem do b a celkovi hmotnost do ¢?*

V programe to bude vyzerat nasledovne:

# globalne premenne: N, veci[1..N]

def najlepsi_zisk(a,b,c):

if a==0: return O # neostali uz ziadne veci, nebude ziadny zisk
odpovedl = najlepsi_zisk(a-1,b,c) # najlepsi zisk ak vec cislo a nezoberiem
odpoved2 = 0

if (vecil[al.objem <= b) and (vecil[a].hmotnost <= c):
odpoved2 = najlepsi_zisk(a-1, b-vecil[a].objem, c-vecila].hmotnost) + vecilal.cena
return max(odpovedl, odpoved2)

# a volanie, ktoreho vystup nas zaujima
print najlepsi_zisk(N,V,M)

Pridanie memoizacie je teraz len mechanickd ¢innost:



# globalne premenne: N, veci[l..N], memo[1..N,0..V,0..M] inicializovane na -1

def najlepsi_zisk(a,b,c):
if a==0: return O # neostali uz ziadne veci, nebude ziadny zisk

if memo[a,b,c] != -1: return memol[a,b,c] # toto sme uz niekedy pocitali
odpovedl = najlepsi_zisk(a-1,b,c) # najlepsi zisk ak vec cislo a nezoberiem
odpoved2 = 0

if (vecil[al.objem <= b) and (vecil[a].hmotnost <= c):

odpoved2 = najlepsi_zisk(a-1, b-vecil[a].objem, c-vecila].hmotnost) + vecil[a].cena
memo [a,b,c] = max(odpovedl, odpoved2) # zapamatame si spocitanu hodnotu
return memol[a,b,c]

# a volanie, ktoreho vystup nas zaujima
print najlepsi_zisk(N,V,M)

V najhorSom moZnom pripade budeme musiet pocas behu algoritmu zodpovedat kazda z ©( NV M) moznych otazok. A
kazda z nich vieme zodpovedat v konstantnom case, preto aj celkova ¢asova zlozitost nasho algoritmu je O(NV M).
Ten isty algoritmus zapisany ako dynamické programovanie:

# globalne premenne: N, veci[1..N], memo[0..N,0..V,0..M] inicializovane na O

for a in 1..N:
for b in 0..V:
for ¢ in 0..M:

memo [a,b,c] = memo[a-1,b,c]

if (vecilal.objem <= b) and (vecilal] .hmotnost <= c):
tmp = memo[a-1, b-vecilal.objem, c-vecila].hmotnost] + veci[a].cena
if tmp > memol[a,b,c]:

memo [a,b,c] = tmp

print memo[N,V,M]

Pazravy algoritmus je zovSeobecnenim algoritmu ,zober vec s najvac¢sou jednotkovou cenou“ do dvoch rozmerov. Funguje
preii protipriklad z prednésky, stac¢i navySe polozit V- = M a pre kazdd vec v; = m;. (Alebo V = oo a pre kazda vec
v; = 1, takze nds objemy nijak neobmedzuja.)

Uvazujme tri veci, ktorych (cena,hmotnost) st nasledovné: (10,51), (9,50), (9,50). Pre M = 100 paZravy algoritmus
vyberie prvi vec, optimélne je vSak zobraf zvysné dve



