PisSOMNA sKUSKA z ADS pNaA 13. 1. 2011

1 (True or False) and Justify [20 bodov]
1.1 Zadanie

1. Méame pole, ktoré obsahuje n trojpismennych kédov letisk. D4 sa toto pole usporiadat v ¢ase lepsom ako ©(nlogn)?
Ak je pri heSovani pocet prvkov ostro mensi ako velkost tabulky, v ktorej st uloZené, tak nenastani Ziadne kolizie.
Pomocou dokonalej mince sa d& rovnomerne nadhodne rozhodntf medzi troma moznostami.

7 hodnoty z vieme hodnotu x3* ziskaf pomocou menej ako 10 nasobeni.

Dané st dve haldy obsahujice po n prvkov. D4 sa z nich v O(n) spravit usporiadané pole obsahujice vSetkych
2n prvkov?

Grk

o

Dané st dve haldy obsahujtice po n prvkov. Da sa z nich v O(n) spravit halda obsahujuca vSetkych 2n prvkov?

7. Dané su dva bindrne vyhladavacie stromy obsahujtice po n prvkov. D4 sa z nich v O(n) spravit usporiadané pole
obsahujtce vSetkych 2n prvkov?

8. Dané st dva bindrne vyhladdvacie stromy obsahujtce po n prvkov. D4 sa z nich v O(n) spravit vyvaZeny bindrny

vyhladavaci strom obsahujtci vSetkych 2n prvkov?

1.2 RiesSenie
1. ANO. V O(n) napriklad pomocou triedenia RadixSort (ale d4 sa aj priamo pouzit CountSort).

2. NIE. Uplné hldpost: Ak my nevolime, aké prvky sa na vstupe objavia, nevieme zarucif, %e nenastan kolizie.
Velkost hesovacej tabulky mé len vplyv na ich ocakdvany pocet.

3. ANO. Dvakrat hodim, znak+znak, znak+hlava a hlava+znak st moje tri moznosti, hlava+hlava znamena ,za¢ni
odznova®. Ocakdvand casova zlozitost je konStantna.

(Ale uznava sa aj odpoved, Ze pre ziadne f neexistuje algoritmus s worst case ¢asovou zlozitostou O(f(n)), kvoli
nesudelitelnosti ¢isel 2 a 3.)

4. ANO. Postupne spoé¢itame hodnoty z2, 2%, 28, 216, 232 a 22 . 232 = 234,

5. NIE. Keby to §lo, vedeli by sme to spravit aj pre dve identické haldy, a teda by sme vedeli v O(n) triedit.
6. ANO. Staci zobraf vSetkjch 2n prvkov a algoritmom z prednasky z nich spravit haldu.

7. ANO. Z kazdého stromu zostrojime v O(n) usporiadané pole jeho prvkov. Na dve polia, ktoré takto dostaneme,
zavoladme Merge.

8. ANO. Zoberieme pole, ktoré sme v predchadzajticej odpovedi zostrojili, a z neho vyrobime strom (prostredny
prvok do korena, rekurzivnym volanim samostatne prerobit na strom lavi aj pravi polovicu pola).

2 Pohlad zvnitra: hrb [104+10 bodov]
2.1 Zadanie

Pole A[1..n] obsahuje hrb. Presnejsie, obsahuje celé éisla, o ktorych sa vie, Ze najskor ostro rasti a potom ostro klesaju.
A este presnejsie, existuje z také, ze 1 <z <naplati Vi < z: Afi] < Ali +1] aVi>z: A[i] < Ali —1].

Detailne implementujte funkciu, ktord (pokial mozno v lepSom ako linedrnom ¢ase) najde v poli A maximum. Mozete
predpokladat, Ze pole A uz méate nacitané v paméti. Nezabudnite na dokaz spravnosti a odhad casovej zlozitosti.

Nésledne dokazte, Ze keby sme zo zadania odstranili slova ,ostro (t.j. zmenili A[i] < A[¢ £ 1] na A[i] < A[i £1]), tak
nebude existovat riesenie v lepSom ako linedrnom case.

2.2 Riesenie prvej podulohy

Upravime binarne vyhladévanie: V kazdom kroku sa pozrieme na prostredné dva prvky. Ak je lavy mensi, je hrb v pravej
polovici, ak je pravy mensi, je hrb v lavej polovici. Ked ndm uz zostane len jeden prvok, vyhrali sme. Kazdu iteraciu
spravime v konStantnom ¢ase. A kedZe kaZdou iterdciou zmensime pole priblizne na polovicu, bude iteracii O(logn) a
taka je aj casova zlozitost nagho riesenia.

V nizsie uvedenom programe pouzivam polo-otvoreny interval [vlavo, vpravo). Teda ak z oznacuje index, na ktorom je
maximum, tak plati invariant viavo < z < vpravo.



A[n+1] = minus nekoneéno

vlavo, vpravo = 1, n+1l

kym vpravo - vlavo > 1:
t = (vlavo + vpravo) / 2
ak A[t-1] < A[t]: vlavo = t
inak: vpravo = t

odpoved = A[vTavo]

2.3 Riesenie druhej podualohy

Intuitivne, ak sa program nepozrie na vSetky policka pola A, tak pred nim hladané maximum vieme schovat. Presnejsie,
ukézeme, ako oklamat kazdy program, ktory sa pozrie na najviac n — 2 poli¢ok pola A.

Upravenym podmienkam zodpoveda ako pole ,samé nuly“, tak aj kazdé pole ,samé nuly a medzi nimi niekde jedna
jednotka“. Vzdy, ked sa néds program opyta na nejaké policko pola A, povieme mu, Ze je tam 0. Ked program skondi,
vyberie si nejakd hodnotu z. Potom ale existuje 2’ # z také, ze na A[2’] sa nds program nikdy nespytal. A teda pre
vstupné pole ,samé nuly, len na pozicii 2’ jednotka® dé tento program nespravnu odpoved.

Kazdy korektny program sa teda musi v najhorSom pripade pozriet na n — 1 poli¢ok pola A, a teda jeho ¢asova zlozitost
musi byt aspon linedrna, q.e.d.

3 Pohlad zvniitra: porovnanie trojice [10+10 bodov]

3.1 Zadanie

Budeme sa hraf nasledovnd hru. Mam pole a v fiom n > 3 rozne drahych veci, o¢islovanych od 1 do n. V kazdom kole
hry mi poviete tri rézne ¢isla veci a ja vdm poviem, ktora z tych troch je najdrahSia a ktora najlacnejsia. Cielom hry je
usporiadat veci od najdrahSej po najlacnejsiu.

Priklad: Mam veci s cenami (10, 47,1, 2,42). Poviete mi ¢isla 1,4,5. Odpoviem: najdrahsia je vec 5 a najlacnejsia vec 4.
a) Dokézte, Ze neexistuje stratégia, ktord zarucuje vyhru v tejto hre a pritom vzdy poloZi nanajvys 7n otdzok.

b) Najdite a detailne popiste (alebo naprogramujte) stratégiu, ktorou tto hru vyhréte, pri¢om polozite O(nlogn)
otazok.

3.2 Riesenie prvej podilohy

Ak by takato stratégia existovala, tak potom existuje aj algoritmus, ktory Iubovolné n-prvkové pole usporiada pomocou
nanajvys 3 - Tn = 21n porovnani. Totiz pomocou troch porovnani vieme pre dant trojicu zistif najmensi a najvicsi
prvok v nej.

A z prednasky vieme, ze takyto triediaci algoritmus neexistuje — porovnani treba aspon radovo nlogn. Preto nemoéze
existovat ani doty¢né stratégia.

3.3 Riesenie druhej podualohy

Pouzijeme napriklad MergeSort. Vzdy, ked potrebujeme porovnat veci A[i] a A[j], zvolime si k rozne od ¢ a j a opytame
sa na trojicu i, j, k. Z odpovede vieme vzdy uréit, ktora z veci Afi] a A[j] je lacnejsia: Ali] je lacnejsia ako A[j] vtedy,
ked je vec i najlacnejsia zo zvolenych troch, a este vtedy, ked je ¢ prostrednd a j najdrahsia.

Casova zlozitost je evidentne O(nlogn) a taky je aj pocet otdzok, ktoré polozime. Nasleduje implementécia v C++, v
ktorej vhodne naprogramujem porovnavaciu funkciu pre knizni¢né triedenie.

#include <algorithm>
#include <iostream>

bool my_less(int i, int j) {
int k=1, x, y;
while (k==i || k==j) ++k;

std::cout << i << " " K J KL "Mk "y
std::cin >> x >> y; // nacita najmensi a najvacsi z nasich troch
return (x==i || y==j);

}

int main() {
int n; std::cin >> n;
int B[n];
for (int i=0; i<n; ++i) B[i] = i+1;



std: :sort(B,B+n,my_less);
for (int i=0; i<n; ++i) std::cout << B[i] << "\n";

4 Pohlad zvonka: zlato [15 bodov]

4.1 Zadanie

Vestica Teodora, ktora sa nikdy nemyli, vyvestila ceny zlata na najblizSich n dni: o ¢ dni bude gram zlata stat C[i]
centov. Teraz méte kapital 100 eur = 10000 centov. Mdzete Tubovolne vela krat nakupovat a predévaf zlato, a to
Tubovolne malé éasti gramu. Ako pseudokdd alebo kus programu napiSte ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory zisti, kolko
najviac penazi sa d4 mat o n dni. Nezabudnite na dokaz spravnosti a odhad ¢asovej zloZitosti. Zaokrihlovacie chyby
ignorujte.

Priklad: Ak budt v najblizsich diioch ceny zlata (4200, 4000, 4355, 4700, 3950), tak najlepsie je nakipit o 2 dni 2.5 gramu
zlata a o dalsie 2 dni vSetko predaf. Vysledny kapital: 2.5 x 4700 = 11750 centov, teda 117.5 eura.

4.2 RiesSenie

Po chvili experimentovania pochopime, ze vzdy, ked cena zlata ide zacat stipat, sa ndm ho oplati (za vSetko, o mame)
nakupif. A naopak, ked stpanie ceny skon¢i, chceme vSetko zlato, ktoré mame, predat.

Priamo na zdklade tejto myslienky sa da aj spravit dokaz spravnosti, aj naprogramovat rieSenie s linedrnou ¢asovou
zlozitostou. Ukdzeme vSak este jeden, jednoduchsi pohlad.

Kazdi noc sa cena zlata meni. Ak rastie, chceme tito noc vlastnit zlato, aby sme na tom zarobili. Ak nerastie, chceme
maf peniaze, aby sme neboli stratovi. Spravnost tejto stratégie je odividna.

Implementéacia je tiez zjavna:

def zlato(pole C[1..n]):
majetok = 10000
pre i od 2 po n:
zisk = max(1, C[i]l/C[i-11)
majetok *= zisk
return majetok

5 Pohlad zvonka: anonymny list [15410 bodov]

5.1 Zadanie

Mate ¢asopis C, t. j. velmi dlhy refazec znakov. Chcete z neho vystrihntf niektoré pismend a z tych poskladat spravu
S. (Pre jednoduchost predpokladajme, Ze z druhej strany kazdého textu je vytlacend nejaka fotka, takze vystrihnutim
pismena nijaké iné nestratite.)

a) Na vstupe je dané malé ¢islo k a polia C a S, predstavujtice dané dva retazce C a S. Kazdy prvok v poliach C a
S je ¢islo z mnoziny {1,2, ..., k}: rozne ¢isla predstavuji rozne znaky.

Ako pseudokdéd alebo kus programu napiste ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory zisti, ¢i sa dand sprava dé z
daného ¢asopisu vyrobit. Ak 4no, vas program by mal pre kazdé pismeno spravy vypisat, kolké pismeno ¢asopisu
nan pouzit. Nezabudnite na dokaz spravnosti a odhad ¢asovej zlozitosti.

Priklad: Vstup C = abeceda a S = baca mdze byt zadany ako k =5, C' = (1,2,5,3,5,4,1) a S = (2,1,3,1).
Jeden spravny vystup pre tento vstup je postupnost 2,7,4,1.

b) Na vstupe st retazce C a S. Predpokladame, Ze vstupné refazce st v tom istom eurdpskom jazyku, teda pouzivaja
nejakt mald podmnozinu Unicode. (Kazdé C[i] a S[i] je jedno pismeno, trebérs v kédovani UTF-8.)

Ako pseudokdd alebo kus programu napiste ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory zisti pocet k réznych pismen v
C + S a vyrobi polia ¢isel C a S, ktoré budd spolu s ¢islom & vstupom pre podilohu a).

5.2 Riesenie prvej podilohy

Pre kazdé i od 1 po k si spravime prazdnu frontu.

Prejdeme C, pri¢om pre kazdé i vlozime i do fronty ¢&islo C[é]. Po skonceni tejto fazy teda mame pre kazdé i vo fronte
¢islo i vSetky indexy do C, na ktorych sa toto ¢islo vyskytuje.

Teraz mozeme zostrojovat rieSenie. Spravime si prazdny vektor, v ktorom ho budeme vyrabat. (Alebo staci aj statické
pole velkosti |S|.) Pre kazdé i sa pozrieme do fronty ¢éislo S[i]. Ak je prdzdna, uz sa ndm minuli prislusné pismen4,
rieSenie teda neexistuje. V opa¢nom pripade z fronty vyberieme jeden index, kde sa hladané pismeno vyskytlo, a pridame
ho na koniec zostrojovaného riesenia.

Casova zlozitost algoritmu je zjavne lineadrna od |C| + |S|, a teda optimalna.



5.3 Riesenie druhej podualohy

Pouzijeme heSovanie. (Technickd poznamka: Kedze v UTF-8 kédovani znaky pouzivané v konkrétnom jazyku tvoria
viac-menej suvisly usek, oby¢ajné ,modulo velkost tabulky“ bude vybornou heSovacou funkciou.) Prejdeme znaky C aj
S, pricom heSovaciu tabulku pouZzijeme ako (neusporiadané) asociativne pole: ku kazdému znaku si budeme pamitat
¢islo, ktoré sme mu priradili. Vzdy, ked spractivame dalsi znak, pozrieme sa, ¢i sa uz niekedy vyskytol. Ak nie, zvysime
k a aktualnu hodnotu k priradime doty¢nému znaku.

Priamo pocas tohto procesu sa d4 vyrdbaf aj polia C' a S. Ale rovnako dobré je najskor v jednom prechode zistit k a
vyrobit asociativne pole ,znak — malé ¢islo“ a potom v druhom prechode pomocou tohto pola ,prelozit“ C a S na C
as.

Ocakévand Gasova zlozitost tohto rieSenia je linedrna od |C| + |S|.

Alernativne rieSenie: pouzijeme usporiadané asociativne pole (napr. map v C++). Spracovanie kazdého znaku teraz
bude mat zarucent ¢asovu zlozitost ©(log k), ¢o je stale dostatoéne dobré.

Nasleduje kompletnd implementacia v Pythone. Obe podilohy st spojené do jednej a namiesto front st pouzité zésob-
niky.

from sys import stdin, exit
from collections import defaultdict
C, S =1[ x.strip() for x in stdin.readlines() ]
pozicie = defaultdict(list)
for i,c in enumerate(C): pozicie[c].append(i+1)
odpoved = []
for s in S:
if len(pozicie[s])==0: print "neda sa" ; exit()
odpoved.append( pozicie[s].pop() )
for x in odpoved: print x



