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(True or False) and Justify [20 bodov]
Zadanie

Ak by sme pri MergeSorte delili pole na 4 priblizne rovnaké casti, eSte stdle by mal ¢asovu zlozitost ©(nlogn).

2. Majme datova Struktiru vektor, ktora uz obsahuje n prvkov. Potom postupnost operacii ,,vloz prvok na koniec* a
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,odstran prvok z konca“ ma vzdy ¢asovi zlozitost O(1).

Majme détovia Struktaru vektor, ktord uz obsahuje n prvkov. Potom postupnost operacii ,,odstran prvok z konca“
a ,vloz prvok na koniec* mé vzdy ¢asov zlozitost O(1).
Ak méame v dlohe o stabilnych manzelstvach m muZov a z Zien, tak existuje mnozina min(m, z) disjunktnych
manzelstiev, ktora je stabilna.
Z neusporiadaného pola velkosti n (n > 47) sa v ¢ase O(n) d4 vyrobit binarny vyhladavaci strom s hibkou < n/3.
Mame dve polia velkosti n. V ¢ase O(nlogn) sa da zistit, ¢i obsahuju td isttt mnozinu prvkov.
Méme dve polia velkosti n. V ¢ase O(nlogn) sa da zistit, ¢i existuje nejaky prvok, ktory lezi v oboch poliach.
Méme usporiadané pole n celych ¢éisel. V ¢ase O(logn) sa da zistit, kolko z nich je kladnych.
Riesenie

. ANO. Nové rekurencia by bola T'(n) = 4T (n/4) + ©(n), a t4 m4 stale riesenie T'(n) = O(nlogn). (Hibka stromu
rekurzie je log, n a na kazdej jeho trovni je celkové praca linedrna.)
Iné zd6vodnenie: v pdvodnom MergeSorte sme pole rozdelili na polovicu, a potom kazdua z tych polovic na polo-
vice, ¢im sme vlastne povodné pole rozdelili na Stvrtiny. Tento algoritmus teda robi presne to isté ako povodny
MergeSort.
NIE. Pri vkladani prvku na koniec moze nastat situécia, kedy uz naii nemame volné miesto a je potrebné alokovat
dvakrat viac pamite.
ANO. Odobrat prvok vieme v konstantnom ¢ase (sta¢i zmensit pocitadlo prvkov) a nasledne ho pridat tiez (mame
isté, Ze sa do pamiite zmesti, lebo je tam volné miesto po odobratom prvku).
(Uznava sa aj odpoved NIE, ak uvazujeme takil implementéciu vektoru, ktora prealokuje pamét na poloviént,
akonéhle pocet prvkov v niom klesne pod Stvrtinu alokovanej pamiite.)
ANO. D4 sa dokazaf, ze priamo algoritmus z prednagky takito sadu manzelstiev aj v asymetrickom pripade
vyrobi.
Iny dokaz: BUNV nech m < z, potom si sta¢i domysliet z — m muzov, ktorych kazdé Zena chce menej ako tych
realnych. Teraz ndjdeme stabilné manzelstva a potom tie z nich, ktoré obsahuju fiktivnych muzov, zahodime.
NIE. Ak by sme toto vedeli, tak vieme v ¢ase O(n) triedif, ¢o nejde. Podmienka ,s hibkou < n/3“ je tplne
irelevantna, odpoved by bola NIE aj bez nej.
ANO. Polia usporiadame, nasledne v linearnom ¢ase vyhadzeme duplikaty a visledky porovname.
ANO. Polia usporiadame a potom obe naraz prechadzame ako pri Merge.
Iné rieSenie: usporiadame len jedno z poli a nésledne v fiom prvky druhého pola bindrne vyhladdvame.
ANO. Binarnym vyhladavanim najdeme prvé kladné éislo.

Pohlad zvnitra: halda [5 + (6 alebo 10) bodov]
Zadanie

a) Popiste a/lebo nakreslite, ako presne by ste do pola ulozili klasickd binarnu haldu (s minimom v koreni).

bl) Napiste ako pseudokdd alebo kus programu funkciu, ktora do takto ulozenej haldy vlozi novy prvok.

b2) Napiste ako pseudokdd alebo kus programu funkciu, ktora z takto ulozenej haldy vyberie najmensi prvok.

2.2

(Vyberte si jedno z bl a b2. Za b2 je viac bodov.)

Riesenie

Ulozenie haldy do pola je vysvetlené v $tudijnych materidloch. Pri implementécii predpokladdme, Ze globélne pole H,
obsahujtice haldu, je indexované od 1. V globalnej premennej n je ulozeny aktudlny pocet prvkov v halde.

def

insert(x):

n = n+l

H[n] = x

kde = n

kym je (kde > 1) a (H[kde] < H[kde/2]):
vymeii H[kde] a H[kde/2]
kde = kde/2



def

erase():

vystup = H[1]

H[1] = H[n]

n = n-1

kde = 1

do nekoneéna opakuj:
kam = kde
ak (2xkde <= n) a (H[2*kde] < H[kam]): kam = 2*kde
ak (2xkde+l <= n) a (H[2*kde+1] < H[kam]): kam = 2xkde+1

ak kam == kde: return vystup

vymeii H[kde] a H[kam]

kde = kam
3 Pohlad zvnutra: hladanie maxima a minima [7+4+3+46+5 bodov]
3.1 Zadanie

Ibrahim ma pole a v iom n prvkov, nie nutne navzéjom roéznych. Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze n = 2%,

a) Dokézte, Ze na ndjdenie maxima je vzdy potrebné spravit aspoii n — 1 porovnani. Inymi slovami, dokdzte, ze pre

kazdy algoritmus, ktory spravi menej ako n — 1 porovnani, existuje vstup, pre ktory neda spravnu odpoved.

b) Ibrahim potrebuje najst aj maximum, aj minimum. Keby hladal kazdé zvlast, potrebuje 2n — 2 porovnani. On

ale vymyslel algoritmus, ktory naraz najde obe: Rozdelime pole na dve polovice, samostatne v kazdej najdeme
maximum a minimum a z tych potom vypocitame globalne maximum a minimum. Kostra jeho programu:

def minmax(A):
ak dlzka A je 2:
<nieo sa stane>
inak:
minl, maxl = minmax(prva polovica A)
min2, max2 = minmax(druha polovica A)
<nie¢o iné sa stane>

Dopliite optimdlne ¢ast ,nieco sa stane“.

¢) Doplitte optimélne ¢ast ,nieco iné sa stane®.

d) Ibrahimov algoritmus na poli s n prvkami spravi an + b porovnani. Najdite a a b. Ak a > 2, nieco robite zle.

e) Zuzanka sa opytala: pre¢o sme ako zakladny pripad pouzili ,dlzka A je 2“ a nie a7 ,dlzka A je 1“? Odpovedzte.

Riesenie

a) Na zaciatku mame n kandidatov na maximum. Po kazdej otdzke vieme vylacit nanajvys jedného z nich, preto

treba aspon n — 1 otazok.

Iny dokaz: otazky, ktoré kladieme, si mozeme znadit ako hrany v n-vrcholovom grafe. Kym nie je tento graf stvisly,
tak si nemozeme byt isti odpovedou — lebo nevieme porovnat velkosti prvkov v roznych jeho komponentoch.

b,c) def minmax(A):

ak dizka A je 2:
# stac¢i nam jedno porovnanie
nech a, b si prvky pola A
ak a<b: return a,b
inak: return b,a
inak:
minl, maxl = minmax(prva polovica A)
min2, max2 = minmax(druha polovica A)
# staCia nadm dve porovnania
return min(minl,min2), max(maxl,max2)

Viimnite si, Ze v pripade, kedy je dlzka 2, je nespravne pisat return min(a,b), max(a,b), to st totiz dve
porovnania, nie jedno!

d) Celkovy pocet porovnani spliia rekurenciu 7'(2) = 1 a T'(n) = 27 (n/2) + 2.

Dosadenim dostdvame T'(4) = 4. Hladame teda také a a b, aby 2a+b = 1 a 4a+ b = 4. Odtial dostavame a = 3/2
a b = —2. Skigkou sa Iahko presvedéime, ze T'(n) = (3n/2) — 2 skutocne spliia odvodenti rekurenciu.

(Existuje vela inych sposobov, ako sa z rekurencie dopracovat ku éislam a a b, tento mi pripadal najstruénejsi.
In& argumentécia: pripad ,ak je dizka 2“ sa vykona n/2-krat a zakazdym spravime jedno porovnavanie, opacény
pripad sa teda vykona ((n/2) — 1)-krét a zakazdym spravime dve porovnavania.)

e) Vsimnime si, Ze oproti naivnému rieSeniu sme usetrili n/2 porovnani. Kde sa toto usetrenie udeje? Préve na poliach

dlzky 2, pre ktoré nam staéi jediné porovnanie.

(Rovnako dobry algoritmus vieme zapisat aj nerekurzivne. Rozdelime prvky do dvojic, v kazdej dvojici nédjdeme

.....

minimum je minimom porazengch.)



Ak by sme nas$u implementédciu zmenili na ak dizka A je 1: return a,a (kde a je jediny prvok A), prave o
toto usetrenie by sme prisli. Pre takto pokazeny algoritmus by pocet porovnani spliial rekurenciu 7'(1) = 0 (alebo
ekvivalentne T'(2) = 2) a T'(n) = 2T'(n/2) 4+ 2. A tej rieSenie uz je, ako fahko nahliadneme, T'(n) = 2n — 2.

4 Pohlad zvonka: lenivy stavbar [15 bodov]
4.1 Zadanie

Ukrajinec Sergej betdnuje terasu, ale sa mu nechce. Spravit a vyliat za mieSacku beténu mu trvé presne hodinu. Pozné
presné ¢asy t1,...,t, (v sekundéch od zafiatku zmeny), kedy sa na neho pride pozriet stavbyvedici. Napiste (ako
pseudokdd alebo kus programu) algoritmus, ktory vypocita, kolko najmenej miesaciek beténu musi Sergej spravit, aby
ho stavbyvedtci zakazdym videl, ako pracuje. Dokézte spravnost vasho programu a odhadnite jeho éasovu zlozitost.
Priklad: ak pride kontrola o 9:47, 10:12 a 13:50, tak stacia dve miesacky: napr. od 9:30 do 10:30 a od 13:47 do 14:47.

4.2 RieSenie

Toto je v podstate ta ista tloha ako prva tloha o zastavkach v dedine: Mame niekolko bodov a treba ich pokryt
najmensim poc¢tom intervalov.

Vieme teda spravit napriklad nasledovni tivahu: Uvazujme prvy prichod stavbyvediiceho. Vtedy musi Sergej pracovat.
Kedy zacal? Zjavne sa oplati zacaf tesne pred prichodom stavbyvediiceho — skorsim zac¢iatkom neméme ¢o ziskat,
mozeme len stratit. Takto pokryjeme niekolko prvych névstev stavbyvediiceho. Ak ndm eSte ostali nejaké nepokryté,
zopakujeme celti tvahu odznova.

Cely algoritmus teda vyzera nasledovne: Ak ¢asy t1, ..., t, ndhodou nie si na vstupe usporiadané, usporiadame ich. Na
toto potrebujeme ¢as O(nlogn). Zvysok algoritmu je linedrny: prechddzame ¢asy, pricom si pamétdme, dokedy ich uz
méme pokryté. Vzdy, ked narazime na nepokryty c¢as, za¢neme novi miesacku.

def najmenej_mieSaciek(asy T):
sort (T)
pocCet_mieSacliek
koniec_pokrytia
pre kazdé t v T:

# (v usporiadanom poradi, zafinajic najmenSim casom)
ak t > koniec_pokrytia:
pocCet_mieSaliek += 1
koniec_pokrytia = t + 3600
return pocet_mieSaciek

0
min(T) - 1

5 Pohlad zvonka: jednozubé pole [10 alebo 5 bodov]
5.1 Zadanie
Pole A[0..n — 1] volame jednozubé, ak existuje nanajvys jedno i také, ze A[i] > Ali + 1]. (Kazdé jednozubé pole je teda
takmer usporiadané vzostupne.) Eleondéra potrebuje ¢asto usporadiavat velké polia. Navyse vSak vie, Ze vela spomedzi
jej poli je jednozubych. Preto sa jej nepaci MergeSort, ktory mé na kazdom vstupe velkosti n ¢asovi zlozitost ©(n logn).
Rozhodnite a dokaZte, ¢i existuje triediaci algoritmus s nasledujicimi dvomi vlastnostami:

— Na kazdom moznom poli velkosti n spravi O(nlogn) krokov.

— Ak je ale vstupné pole jednozubé, bude ¢asova zlozitost nésho algoritmu len O(n).
(Lahsia verzia za 5 bodov: zmeiite si v predchddzajicej vete slovo ,jednozubé“ na slovo ,usporiadané“.)

5.2 Riesenie

Taky algoritmus existuje, vyzera napriklad nasledovne:
1. V O(n) overime, ¢i je vstupné pole jednozubé.
2. Ak je jednozubé, $pecidlnym algoritmom ho usporiadame v O(n).
3. Ak nie, pouzijeme MergeSort, ¢im ho usporiadame v ©(nlogn).

Prvy krok vieme spravit priamo podla definicie jednozubého pola: prejdeme ho a spoditame zuby. Navyse sa nam
oplati pre jednozubé pole si zapamétat miesto, kde bol zub. Preco? Predstavme si nejaké jednozubé pole, napr.
(4,7,13,25,47,1,12,32,42). Ked ho rozstrihneme na mieste, kde je zub, dostaneme dve usporiadané polia (4, 7,13, 25, 47)
a (1,12,32,42). A z tych uz vieme lahko v O(n) zostrojit vysledok: sta¢i na ne zavolat procedaru Merge z triedenia
MergeSort.

def najdi_zub(pole A[1..N]):
zub = 0
pre i od 1 po N-1:
ak A[i] > A[i+1]:
ak zub == 0: zub = i
inak: return VIACZUBE



ak zub == 0: return USPORIADANE
inak: return zub

def usporiadaj(pole A[1..N]):
zub = ndjdi_zub(A)
ak zub == USPORIADANE: return A
ak zub == VIACZUBE: return MergeSort(A)
return Merge( A[1..zub], A[zub+1..N] )

6 Pohlad zvonka: strojovy éas [15 bodov]
6.1 Zadanie

Kleofas méa na internete pripojentt masinu. Rozhodol sa zarabaf tym, Ze ju bude prenajimat na rézne ucely, podobne
ako to vo velkom robi Amazon so svojim Elastic Compute Cloud.

Teraz mu prichadzaju rozne poziadavky. Kazda poziadavku tvoria dva timestampy ¢; < to, hovoriace, ze zdkaznik ma
zdujem pouzivatl masinu v uzavretom intervale [t1,¢s]. Ak Kleofas eSte vie poziadavku prijat (t.j. pozadovany interval
mé prazdny prienik so vSetkymi skor prijatymi poziadavkami), prijme ju, inak ju odmietne.

Ako pseudokdd alebo kus programu napiste algoritmus, ktory bude ¢o najefektivnejsie spractvat poziadavky. Zdovodnite
jeho spravnost a odhadnite ¢asovu zloZitost v zavislosti od celkového poctu poziadaviek n.

Priklad: pre poziadavky [3, 7], [12,15], [2,10], [4,13], [9, 10] by prijal 1. a 2., odmietol 3. a 4., a prijal 5. poziadavku.

6.2 RieSenie

Poziadavky, ktoré sme uz prijali, budeme mat uloZené vo vyvazovanom bindrnom vyhladdvacom strome, usporiadané
podla ¢asu, kedy zac¢inaji. Ked teraz pride nova poziadavka [a;, as], ndjdeme v ¢ase O(log n) poslednti prijat poziadavku
[b1,bo] takd, ze by < ay, a (bezprostredne za fou nasledujiicu) prva prijati poziadavku [c1,co] takd, Ze ¢; > ay.
Poziadavku [aq, az] mozeme prijat vtedy a len vtedy, ak b < a1 a az < ¢1. V takom pripade ju v ¢ase O(logn) priddme
do stromu. Celkova ¢asova zlozitost algoritmu je O(nlogn).

Nasleduje kompletné rieSenie v.C++. Aby sme nemuseli ofetrovat okrajové pripady, priddme si na zaciatku medzi
prijaté poziadavky dve, ktoré budu sluzit ako zarazky.

#include <iostream>
#include <set>
#define INF 2012345678

class poziadavka {

public: int zaciatok, koniec;

poziadavka(int z, int k) : zaciatok(z), koniec(k) {} // konstruktor
};

bool operator< (const poziadavka A, const poziadavka B) { return A.zaciatok < B.zaciatok; }
std: :set<poziadavka> prijate;

int main() {
prijate.insert(poziadavka(-INF,-INF)); prijate.insert(poziadavka(INF,INF)); // zarazky

int t1, t2;
while (std::cin >> t1 >> t2) {
poziadavka A(t1,t2);

// najdeme nasledujucu prijatu C a predchadzajucu prijatu B
std: :set<poziadavka>::iterator it = prijate.lower_bound(A);
poziadavka C = *it;

--it;

poziadavka B = *it;

// ak sa A zmesti medzi ne, prijmeme ju

if (B.koniec < A.zaciatok && A.koniec < C.zaciatok) {
std::cout << "prijata\n";
prijate.insert(A);

} else {
std::cout << "odmietnuta\n";

}



