Nebojte sa vyskusat’
moznosti. Skusanie pomaha
nachadzat protipriklady a
principy, o ktoré sa v
dokazoch opierame.

2. Pazravé algoritmy

Niektoré typy algoritmickych prikladov mb6zeme riesSit pazravou metddou. Tito
metddu postupne objavime rieSenim prikladov tohto typu.

2.1 Uloha o zlate

Vestica Teodora, ktora sa nikdy nemyli, nam predpovedala,
ako sa bude vyvijat' cena zlata v nasledujucich drioch. Ako
s nim obchodovat, aby sme si Co najviac zarobili?

Skiste si napriklad ruéne vyriesit nasledovny pripad:

Mame v hotovosti 300 eur. Dnesna cena zlata je 34 eur za gram. V nasledujucich
dioch sa tato cena bude menit nasledovne: zajtra 32 eur/g, pozajtra30 eur/g,
v dalSich dnoch to bude postupne 35, 33, 32, 38, 40 a 37 eur/g.

Viete mat’ na konci posledného dina 400 eur? A da sa dosiahnut este viac?

Riesenie Optimalne rieSenie vyzera nasledovne: Pockame, kym cena
zadania 14

klesne na 30 eur zagram. Vtedy nakipime za vsetky
peniaze 10 gramov zlata. Na druhy den ho zase vsetko
predame, takze budeme mat’ 350 eur. Znova pockame, kym
cena klesne na 32 eur/g. Vtedy nakipime zlato, budeme
ho mat zhruba 10.9 gramu. Pockame si na cenu 40 eur/g a
vsetko zlato predame, ¢im dostaneme vysledni sumu
4375 eura.

Vsimnime si, Ze v nasej stratégii na rieSenie Glohy sa striedaji dva kroky: pockame
na lacné zlato a nakUpime; pockame na drahé zlato a predame. Ako ale exaktne
definovat, ¢o je ,lacné zlato , a teda kedy nakupovat a kedy predavat?

Vo vseobecnosti sa algoritmus na najdenie optimalneho zarobku da sformulovat az
prekvapujico jednoducho. VSimnime si, Ze kazd( noc sa nejak zmeni cena zlata. Ak

narastie, chceme tu noc vlastnit' zlato, aby sme rastom ceny zarobili. Ak klesne,
chceme tl noc vlastnit peniaze, aby sme neprerobili.

Takto sa teda kazdy veCer mdzeme pazravo rozhodn(t, ¢i chceme zlato alebo
peniaze, a podla toho nakupit alebo predat'.

V tejto jednoduchej Ulohe sme sa teda stretli so situaciou, kedy sme globdlne
optimdlne rieSenie zostrojili tak, Ze sme postupne urobili niekolko lokdlne
optimadlnych rozhodnuti. (K najvysSiemu zaverecnému kapitalu sme sa dopracovali
tak, 7e sme kazdy deR zodpovedali otazku: ,,Co spravit, aby som mal zajtra ¢o
najviac penazi? )

Ako neskor uvidime, pazravy pristup k rieseniu Glohy sa sice da Casto pouzit, ale
zdaleka nie vo vsetkych situaciach musi viest' k optimalnemu rieseniu. Skor, nez sa
dostaneme k takymto Uloham, si vSak ukazeme esSte jednu, pri ktorej sa pazravy
pristup bude dat’ pouzit.

2.2 Uloha o zastavkach autobusu

Mnohé nase obce si postavené pozd(Z ciest, Castokrat sa okolo nich tiahnu celé
kilometre. Napriklad Kolarovice v okrese Byt¢a maju dlzku okolo 10 km. V tejto
Ulohe budeme do takejto obce rozmiestnovat’ autobusové zastavky.
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V obci stoji niekolko domov. Vsetky stoja pri jedinej rovnej
ceste, ktora cez obec prechadza. O kazdom dome vieme,
na kolkom metri cesty od zaciatku obce ma branu.

Nasou ulohou je rozmiestnit na ceste co najmenej
autobusovych zastavok tak, aby sme nimi pokryli celd obec.
Presnejsie, zastavky musia byt umiestnené tak, aby to nik
nemal zdomu na zastavku dalej ako 500 metrov.

Priklad: V KoclUrkove stoja domy na nasledujlcich sGradniciach: 100, 250, 600,
1000, 1100, 1200, 2300, 3300 a 3450 metrov od zaciatku obce. Najdite rucne co
najlepsie rozmiestnenie zastavok. Situaciu si mo6zeme znazornit nasledowne:

Wed 99 93

<

ZacCiatok obce je vlavo. Na obrazku je znazornené aj jedno mozné umiestnenie
zastavky, je tam vsak len kvoli znazorneniu jej dosahu - teda vy ju na danom mieste
pouzit nemusite.

Optimalne riesenie je postavit Styri zastavky. Existuje vela sposobov, ako to spravit':
napriklad budeme mat zastavky na suradniciach 300 (sem bud( chodit z prvych
troch domov), 1100 (Stvrty az Siesty dom), 2800 (siedmy a 6smy dom) a 3350
(posledny dom).

Iné, rovnako dobré riesenie, je postavit zastavky na sGradniciach 600, 1200, 2300 a
3333. Ako ale dokazat, ze nam na tUto obec nestacia tri zastavky? Jeden mozny
argument moze vyzerat nasledovne:

Vsimnime si prvy a Siesty dom. Ich vzdialenost je 1100 metroy, ¢o je viac ako dizka
Useku obsluhovaného jednou zastavkou. Preto nech by sme akokolvek umiestnili
zastavku, ktora obsluhuje prvy dom, nikdy nebude stacit na obslizenie Siesteho.
(PresnejSie, vieme fou obsluzit nanajvys prvych 5 domov, a to tak, ze ju postavime
na suradnici 600.)

Analogicky sa mbézeme pozriet na Siesty a siedmy dom, opat vidime, Ze ich
vzdialenost je privelka na pokrytie tou istou zastavkou. A pre siedmy a deviaty dom
je situacia rovnaka. Na to, aby sme obslizili domy s c¢islami 1, 6, 7 a 9, teda urcite
musime pouzit' Styrir6zne zastavky.

Ako teda sformulovat vseobecny algoritmus, ktory bude tUto UGlohu riesit a vzdy
najde optimalne rieSenie? Naznak sprawnej Gvahy sme uz spravili vo vyssie uvedenom
dokaze.

VSimnime si prvy dom v obci. Ten musi mat urcite vo svojom okoli nejaki zastavku.
Kam ju umiestnit? Zjavne najlepsie spravime, ak ju dame najdalej ako to ide - teda
500 metrov za prvy dom. Totiz ak by sme ju posunuli z tejto polohy kamkolvek
blizSie k zaciatku obce, Ziadne nové domy nam do intervalu, ktory zastavka
obsluhuje, nepribudni - pred prvym domom ziadne iné nie sU. Ale naopak,
pre nejaké iné domy by uz posunuta zastavka mohla byt pridaleko. Jej posunutim
teda nemame co ziskat, méze me len stratit’.

Vyborne, umiestnili sme prvi zastavku, Co teraz dalej? V tejto chvili moZzeme
zabudnut na vsetky domy, ktoré tato zastavka obsluzila - akoby v obci ani neboli. A
dostavame opat’ presne tU istu Glohu ako na zaCiatku: zvySné domy treba pokryt co
najmenej zastavkami.

Optimalne riesenie teda vieme zostrojit tak, ze dokola opakujeme nasledujlce

kroky:
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BlizSie informacie o aktivite
najdete na webstranke
http://csunplugged
.org/ .

Na tejto stranke najdete
rozne dalSie aktivity a
didaktické poznamky.
Obrazok mesta je

pouzity z tejto stranky, je
vsak trochu pozmeneny
kvoli povodnej
nejednoznacnosti.

1. Najdeme prvy dom v obci, ktory este prisebe nema zastavku.
2. Postavime zastavku 500 metrov zan.

Podla tohto algoritmu sa da napisat pocitacovy program, ktory optimalne
rozmiestnenie zastavok najde v Case linearnom od poctu domov (za predpokladu, ze
na vstupe ich uz dostaneme usporiadané). Staci totiz spracUvat domy v poradi,
v akom by sme ich stretli pri prechode obcou a pocas toho si pamatat, kde sme
postavili doteraz posledn( zastavku.

Poznamka: V praxi by sa oplatilo eSte na koniec kazd( zastavku posunit tak, aby
bola ¢o najviac uprostred domov, ktoré obsluhuje. Napriklad v obci, kde su kazdé
dva domy viac ako kilometer od seba, urcite obyvatelia viac uvitaju rieSenie, kde je
zastavka pri kazdom dome, ako riesenie, kde je zastavka 500 metrov za kazdym
domom...

2.3 Uloha o dlazdeni

Teraz si ukazeme aktivitu, v ktorej je tvorba efektivnych algoritmov schovana. Ak
zacneme skisat mozZnosti, postupne si vymyslime nejaky algoritmus. Ten bude
pravdepodobne pazravy, pretoze ludia maju tendenciu nachadzat prave pazZravé
riesenia.

Bolo raz jedno mesto a to malo cesty nevydlazdené.
Akonahle sa strhla barka, vsetky cesty boli zablatené.
Magistrat mesta sa rozhodol s touto situaciou nieco spravit
- vydlazdit niektoré cesty. Penazi vsak nikdy nie je nazvys,
a tak chcu pouzit co najmenej dlazdic.

Aktivita

Na papieri dostanete obrazok mesta a cesty medzi
domcekmi. Pre kazd( cestu z obrazka vidite, kolko dlazdic
treba na jej vydlazdenie.

Vyfarbite cesty, ktoré chcete vydlazdit. Tieto cesty vyberte
tak, aby sa po nich dalo dostat z kazdého domceka
do kazdého. Pokuste sa polozit ¢o najmenej dlazdic.

Ak je tento pocet mensi ako dosial najdeny, povedzte ho
nahlas.
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Obrdzok 4: Vyfarbite cesty medzi domcekmi tak, aby ste pouZili ¢o najmenej dlaZdic
amohli ste prejst' medzi lubovolnymi dvoma domcekmi

16 |

DalSie vzdelavanie u¢itelov zakladnych $kol a strednych $kdl v predmete informatika


http://csunplugged.org/
http://csunplugged.org/

(Zdroj: http://csunplugged.org/)

V tejto aktivite je dolezité, aby mohli rieSitelia vykrikovat stale mensie a mensie
¢isla, a tym sa predbiehat. Toto sutazivé prostredie ich motivuje wylepSovat swoju
stratégiu, a tak postupne mnohi z nich objavia zakonitosti vedice k optimalnemu
postupu.

Ludia pri tejto aktivite najcastejSie postupuju dvoma sposobmi:

Zacneme z prazdnej mapy. Postupne dlazdime cesty tak, aby kazda nova
cesta spojila nejaké domceky, medzi ktorymi sa dovtedy nedalo prejst po
dlazdiciach.

Zacneme z mapy, kde su vsetky cesty vydlazdené. Postupne mazeme
(,;,oddlazdujeme“) cesty, ktoré su v danej chvili nadbytoc¢né.

Ako vsak dosiahnut najmensi pocet dlazdic? Najjednoduchsie pozorovanie, ktoré
odhalia takmer vsetci rieSitelia: nikdy sa neoplati postavit cesty ,,do kruhu“. Samo o
sebe vsak toto pozorovanie nestaci.

Ukazuje sa, ze k optimalnemu rieseniu vedie hned niekolko réznych pazravych
pristupov:

Budeme sa na cesty pozerat’ v poradiod cesty s najmensim poctom dlazdic k
ceste s najvacsim poctom. Ak uz medzi danymi domcekmi prejst vieme,
cestu nechame nevydlazdenu, ak este nie, tak ju vydlazdime.

Na zaCiatku prehlasime vsetky cesty za vydlazdené. Teraz zacneme cesty
spracUvat’ v opachom poradi, zaCinajuc tou, na ktor( treba dlazdic najviac.
Zakazdym overime, Ci nam odstranenie cesty nerozpoji cestni siet, a ak nie,
tak dotycnu cestu odstranime.

Zacneme z lubovolného domceka. K nemu pripojime jeho najblizsSieho
suseda (t. j. toho, ku ktorému vedie cesta s najmenej dlazdicami). Teraz
najdeme spomedzi zvysnych domcekov ten, ktory vieme najlacnejsSie
pripojit k jednému z prvych dvoch, a pripojime ho k nim. Postup
opakujeme, az kym k vznikajlcej cestnej sieti postupne nepripojime vsetky
domc eky.

Jeden z moznych vysledkov si ukaZeme na obrazku.
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Obrazok 5: Jedno z rieSeni pre aktivitu dlaZzdenia pouZzitim prvého algoritmu

AkU stratégiu ste pouzili vy?
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Vacsinou si nepovieme, v
akom poradi prechadzame
po cestach skladajlcich sa
z dvoch dlazdic. Ked’
kreslime, vyberame si
podla roznych preferencii.
Ak uz vsak algoritmus
programujeme, pocitaC si
uz nevybera a musi mat’
naprogramované presné
poradie.

Skisme si eSte niektory z postupov na vacsom meste. To nam pomdze najst

Obradzok 6: Aktivita na vdcsom meste

Rozne algoritmy bud( produkovat rome rieSenia, ktoré ale budi mat rovnaky
(optimalny) pocet pouzitych dlazdic. Dokonca ak pouzijeme ten isty ,algoritmus, sa
nase rieSenia mozu liSit. Bude to preto, ze tento ,algoritmus® nie je popisany do
detailov a nerieSime, v akom poradi vyberat cesty s rovnakym poctom dlazdic.
Jedno zrieseni, pouzitim prvého algoritmu, moze vyzerat nasledovne:
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Obrdzok 7: Jedno z rieSeni pre aktivitu na vdcSom meste

Tak ako aj v predchadzajucich uUlohach, aj tu je dolezité vediet argumentovat,
preCo pazravé riesenie pouzije najmenej dlazdic, a teda je optimalne. Vyberte si
jeden z tychto postupov (alebo svoj vlastny, o ktorom ste presvedceni, Ze vidy
funguje). Poklste sa zamysliet, ako by ste zdovodnili, Ze vami zvoleny postup

skutocne pre lubovolnli mapu najde najlacnejsie rieSenie.

2.4 Co to teda su tie pazravé algoritmy?

mozné.

Ak riesime ulohu pazravo, znamena to, ze v kazdej situacii sa snazime najst’
najlepsie mozné riesenie a dufame, Ze vysledné riesenie bude tiez najlepsie

V Ulohe o tankovani to znamenalo, Zze v kaZdej situacii sme tankovali na poslednu
chvilu, v tlohe o euro-minciach sme vzdy pouzili najvacsiu mozni mincu a v tulohe o

dlazdeni mesta sme dlazdili tie cesty, na ktoré stacilo pouzit najmenej dlazdic.

Takyto postup je prirodzeny, lebo vacsina ludi sa sprava pazravo ,,0d prirody*, ¢i uz
pre uspokojenie svojich potrieb alebo potrieb rodiny. Ak vSak chceme nachadzat
optimalne rieSenia, musime si davat' pozor na to, Ci pazrava stratégia dava naozaj

optimalne riesenie pre konkrétnu tlohu.

2.5 Ulohy na precviéenie

Cestujeme z Bratislavy do Popradu. Na obrazku je
nakreslena trasa, benzinové cerpadla na nej a ich
vzdialenost na trase. Auto prejde najviac 100 km na plnG
nadrz. Zistite, na ktorych benzinovych cerpadlach mame
tankovat’, aby sme ¢o najmensi pocCet raz zastavovali.

BA T PN TN PB BY MT M LH. PP
0 56 99 144 184 204 259 320328 378
Na =zaklade postupu, ktory ste pouzili, sa pokuste
sformulovat vSeobecny algoritmus a dokazat o nom, ze
vzdy najde optimalne riesenie.

Zadanie 17

V obchode chceme zaplatit nakup v hodnote 5.69 EUR.
Pouzivame beznl sadu euro minci, t. j. mince v hodnotach
1, 2, 5, 10, 20, 50 centov a 1, 2 eura. Z kazdej hodnoty
mame dostatocne vela minci. Aké mince pouzit
na zaplatenie vyssSie spomenutej sumy, aby sme dokopy
pouzili o najmenej kusov?

Pri plateni eurami mdézeme pouzivat pazravy algoritmus
»pri plateni vzdy pouzi najvacsiu mincu, aki mozes“.
Pouzije tento algoritmus vzdy optimalny (t. j. najmensi
mozny) pocet minci?

Zadanie 19

Najdite najmensiu sumu v centoch, na ktorej zaplatenie
potrebujeme pouzit’ aspon osem minci.
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