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Rekurzia

Na Zem prisiel mimozemstan Igndc. Pocas svojho pobytu uz pochopil, ze kazdy ¢lovek mé nejakych rodicov.
Ako by ste mu vysvetlili, ¢o znamend slovo predok?
Najjednoduchsie vysvetlenie vyzera asi takto: ” Predkovia ¢loveka st jeho rodicia a tiez vSetci ich predkovia.”
Vsimnite si, Ze slovo predok sme definovali pomocou neho samého. Napriek tomu je takato definicia iplne v
poriadku — Ignéc si z nej vie postupne odvodit, Ze predkovia st aj rodi¢ia rodic¢ov, aj rodiéia rodic¢ov rodicov, a

tak dalej. Takémuto sposobu definovania pojmov hovorime rekurzial.

’Cviéenie 1.0.1 Tehla vdZi jedno kilo a pol tehly. Kolko vdZi tehla?

1.0.1 Rekurzia v matematike

V podobnom duchu ako pri definicii predkov s oblubou pouzivame rekurziu v matematike. Napriklad takto
mozeme definovat, ¢o st to prirodzené ¢isla: 71 je prirodzené ¢islo. Ak z je prirodzené &islo, tak aj z + 1 je
prirodzené ¢islo. A ni¢ iné nie je prirodzené ¢islo.”

Inym prikladom je definovanie jednoduchych aritmetickych vyrazov s premennymi z a y, s¢itanim a naso-
benim:

1. 727 je vyraz, aj ”y” je vyraz.

2. Ak ?U” a ”V?” st vyrazy, tak aj "U + V” a "U x V” st vyrazy.

3. Ak ?U” je vyraz, tak aj ”(U)” je vyraz.

4. Ak sa nieco pouzitim tychto pravidiel neda vyrobit, tak to nie je vyraz.

Vsimnite si, Ze rekurzivna definicia objektu sa sklada z dvoch Casti: vymenujeme nejaké zakladné objekty, a
nésledne uvedieme pravidla, ako z nich vyrdbat nové, zlozitejsie objekty.

Cvicéenie 1.0.2 Nasa definicia aritmetickych vijrazov md jednu zli vlastnost — spésob "vyroby” vyrazu ne-
musi zodpovedat poradiu, v akom by sme ho vyhodnotili.

Napriklad moZeme ukdzat, Ze x X y + x je viraz, nasledovne: Podla pravidla 1 vieme, Ze x aj y su vyrazy.
Podla pravidla 2 vieme, Ze y + x je vyraz. A opit podla pravidla 2 vieme vijraz x X y + = vyrobit vioZenim
symbolu ndsobenia medzi vyrazy r a y + x.

Keby sme vsak vysledny vyraz isli vyhodnotit (podla priorit operdtorov + a X ), vysledok nedostaneme vynd-
sobenim x a y + x, ale sc¢itanim x X y a x.

Ndjdite upraveni definiciu aritmetickyjch vyrazov, v ktorej bude spdsob "vyroby” virazu vidy zodpovedat
poradiu, v akom dany vyraz vyhodnocujeme.

Jednym zo znamych pouziti rekurzie su fraktaly — geometrické objekty, ktoré sa skladaji zo zmensenych
képii seba samého. Znadmym prikladom je Sierpiniského trojuholnik (obrazok 1.1).

Obr. 1.1: Sierpinského trojuholnik sa sklada z troch mensich képii seba.

17 latinského ”recurrere” — bezaf spit.
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Rekurzivne mozeme definovat aj funkcie a postupnosti. Bezkonkurenéne najzndmejsim prikladom st Fibo-
nacciho ¢isla — postupnost definovand nasledujicim predpisom:

F0:07 F1:17 (vnzo)Fn+2:Fn+l+Fn

Fibonacciho ¢isla sa v prirode vyskytuji az nefakane casto (poty okvetnych listkov na kvetoch, pocty
predkov véely v generédcidch, $pirdly na 8iskdch a kvetoch slnecnice). Rovnako ¢asto sa zvyknu zjavit aj v
roznych oblastiach matematiky. Uz sme sa s nimi stretli napriklad pri odhade velkosti AVL stromov.

Cvicéenie 1.0.3 UvaZujme nasledujici, velmi neefektivny sposob, ako vypocitat Fibonacciho &islo. Zoberieme
st riadkovany papier. Do prvého riadku napiSeme ¢islo, ktoré chceme vypocitat. Kazdy dalsi riadok dostaneme
tak, Ze vietky Fibonacciho ¢isla, ktoré si v predchddzajicom riadku, rozpiseme podla definicie.

Pre F3 by teda nds papier vyzeral takto:

F3

Fy, Fy

Fy, Fy, 1 «— tu F1 a Fy vznikli z Fs, a 1 vznikla z F}.

1, 0

Hodnotu Fibonacciho cisla, ktoré pocitame, dostaneme tak, Ze scéitame véetky prirodzené cisla na nasom
papieri. V naSom pripade dostdvame F3 =1+ 1+ 0 = 2. Dokdzte, Ze tento postup funguje pre lubovolné F,.
Oznacme P, celkovy pocet cisel (Fibonacciho aj prirodzengch dokopy), ktoré budi napisané na papieri po
vypocéitani F,,. Napiste rekurzivny vztah, pomocou ktorého sa budi datf hodnoty P; pocitat. Ndjdite vztah
medzi hodnotami P; a Fibonacciho ¢&islama.

1.0.2 Rekurzia v programovani

V programovani je rekurzia cennym nastrojom — podobne ako v matematike, umoziiuje nam jednoduchsie a
zrozumitelnejsie sformulovat niektoré postupy.

Rozdiel bude v tom, ze v programovani sa na rekurziu vicSinou pozerdme opacne. Kym v matematike
rekurzia popisovala, ako z jednoduchych objektov vyrabat zloZitejsie, v programovani budeme vyuzivat opaény
smer Uvahy: Rekurzivne budeme popisovat, ako rozdelit velky problém na mensie, lahsie rieSitelné problémy.

V tejto knihe sme uz takjymto spésobom rekurziu dokonca aj pouzili. Napriklad pri definovani in-order zapisu
binarneho stromu.

V programovani sa pojem rekurzia zvykne ¢asto pouzivat v konkrétnom, mierne SpecifickejSom vyzname:
Popisujeme nim situéciu, kedy nejaka funkcia vola samu seba. Priklad takejto funkcie uvddzame ako Program
1.

function Fibonacci(x : longint) : longint;
begin

if x=0 then result := 0;

if x=1 then result := 1;

if x>1 then result := Fibonacci(x-1) + Fibonacci (x-2);
end;

Program 1: Rekurzivna funkcia poc¢itajaca Fibonacciho ¢islo F.

Nie je tazké uvedomit si, Ze v podstate ide len o jeden Specidlny pripad rekurzie v matematickom zmysle —
v niektorych ”zlozitych” pripadoch vypocitame navratovii hodnotu funkcie pomocou jej inych, ”jednoduchsie
spocitatelnych” navratovych hodnét.

Cvicéenie 1.0.4 Funkcia z Programu 1 nepredstavuje prdve najlepsi mozniy sposob, ako pocitat Fibonacciho
¢isla. UZ na vypodcitanie hodnoty F3g = 832040 potrebujeme dokopy zavolaf funkciu Fibonacci aZ 2692 537-
krat.

Oznaéme Cy, pocet zavolani funkcie Fibonacci pri pocitani hodnoty F,,. Ndjdite rekurzivny vztah, pomocou
ktorého moZeme pocitat hodnoty C;. Vysvetlite, ako suvisi toto cvidenie s cvicenim 1.0.3.
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1.0.3 Memoizacia

Existuje jeden velmi dolezity rozdiel medzi funkciami v matematike a funkciami v programovani. Ak mate-
maticka funkciu vyhodnotime teraz, dostaneme ten isty vysledok, ako keby sme ju vyhodnotili pred tyzdiom.
Obvod kruhu s polomerom r bude aj o sto rokov stile rovny 27r. O funkcidch v programoch toto nemusi byt
pravda.

Problém je v tom, ze v mnohych programovacich jazykoch (vratane C/C++ a Pascalu) sa moze funkcia
pozerat na aktuélne hodnoty niektorych globalnych premennych, pripadne ich aj menit, moéze generovat nahodné
¢isla, ¢i napriklad precitat cast vstupu z klavesnice. Tym sa cela situdcia komplikuje — aj ked spustime dvakrat
tt istt funkciu s tymi istymi parametrami, moézeme dostat rozne vysledky.? V niektorych situaciach (napr. ked
voldme metédu objektu, ktord pristupuje k jeho stkromnym premennym) je takéto spravanie dokonca ziadané.

Napriek tomu sa Casto stane, Ze v programe potrebujeme asto pocitat hodnoty nejakej funkcie, ktora je
funkciou aj v matematickom zmysle. Ako si pri tom moézeme uSetrit pracu?

Organizétorom olympiddy v informatike v USA? sa podarilo zhrnit cely proces navrhu efektivnych algorit-
mov do dvoch bodov:

1. Don’t do anything stupid. (”Nerob ni¢ hlipe,” teda nepocitaj veci, ktoré na ziskanie vysledku nepotrebu-
jes.)
2. Don’t do anything twice. (”Nerob ni¢ dvakrat,” teda nepocitaj znova veci, ktoré si uz niekedy spocital.)

V naSom pripade sa mozeme drzat bodu 2. Akondhle raz spocditame hodnotu nasej funkcie pre nejaké
parametre, zapamétame si vysledok. Keby sme ndhodou niekedy neskdr potrebovali znova vypocitat hodnotu
funkcie pre tieto isté parametre, nebudeme vsetko pocitat odznova, ale rovno vratime zapamétani hodnotu.
Tato optimaliza¢ni metédu volame memoizdcia.

Ako velmi ndm moze memoizacia pomoct? Ukézeme si jednoduchy priklad. Pozrime sa na Program 2 —
nas stary kamarat, funkcia pocitajica Fibonacciho ¢isla, tentokrat v novom kabate. Akonéhle spocitame novi
hodnotu, zapamétame si ju v poli F.

Kolko sme tym usSetrili? Pévodnd funkcia potrebovala na spoditanie F3g az 2692537 volani. Akonahle po-
uzijeme memoiziciu, zmensi sa tento pocéet na 59. (Vo vSeobecnosti, na spocitanie Fy pre konkrétne N > 1
potrebujeme 2N — 1 volani funkcie Fibonacci.)

const NEVIEM = -1;
MAX = 100;
var F : array[0..MAX] of longint;
N,i : longint;

function Fibonacci(x : longint) : longint;
begin
if F[x]=NEVIEM then begin
if x=0 then F[x]:=0;
if x=1 then F[x]:=1;
if x>1 then F[x]:=Fibonacci(x-1) + Fibonacci (x-2);
end;
result := F[x];
end;

begin
read (N) ;
for i:=0 to N do F[i] :=NEVIEM;
writeln( Fibonacci (N) );

end.

Program 2: Pocitanie Fibonacciho ¢isla Fy s memoizaciou.

2Existujt v8ak programovacie jazyky, kde st funkcie naozaj funkciami v matematickom zmysle.
3USA Computing Olympiad, http://www.usaco.org/


http://www.usaco.org/
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1.0.4 Dynamické programovanie
TODO
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