Michal Forisek: Early beta verzia skript z ADS

Haldy

Minimouvd halda je strom, v ktorom plati: prvok ulozeny v hociktorom vrchole je mensi alebo rovny ako vSetky
prvky ulozené v synoch daného vrcholu. Tuto vlastnost budeme volat podmienka haldy
(Analogicky existuje aj mazimovd halda, kde uvazujeme opa¢nit podmienku — prvok ulozeny v hociktorom

.....

Priklad haldy je na obrazku ?7.

Obr. 1.1: Halda. Kazdy vrchol obsahuje hodnotu mensiu alebo rovnu ako kazdy jeho syn.

Vsimnite si, ze z podmienky haldy vyplyva, Ze pre Tubovolny vrchol v haldy plati, Ze hodnota v tiom je
najmensia z hodnoét v celom podstrome s koretiom v. (Totiz hodnota vo v je mensia alebo rovné ako hodnoty v
jeho synoch, tie st zase mensie alebo rovné ako hodnoty v ich synoch, a tak dalej.)

V koreni haldy je teda nutne vzdy ulozeny najmensi zo vSetkych prvkov v halde.

Cvicenie 1.0.1 Majme haldu, o ktorej vieme len to, Ze obsahuje N navzdjom roznych prvkov, pricom N > 3.

Kde vsade sa v tejto halde moéze nachddzat treti najmensi prvok? Kde najvicsi? A kde druhy najudcsi?

Zakladna operacia

Pri vyrobe a udrziavani haldy si vysta¢ime s jedinym pravidlom, ktoré sa zvykne nazyvat bublanie dodola.
Princip je jednoduchy:

Majme vrchol v, ktory nespliia podmienku haldy. To znamena, Ze v aspon jednom z jeho synov je mensi
prvok ako vo v. Nech u je ten syn, v ktorom je najmensi prvok zo vSetkych synov vrcholu v. Vymetime hodnoty
Vuau.

Obr. 1.2: Priklad operacie bublania dodola. V strome nalavo zvjrazneny vrchol nespliia podmienku haldy.
Pouzitim bublania dodola dostdvame strom napravo.

Co sme tym dosiahli? Zjavne po tejto vymene uz plati podmienka haldy pre vrchol v. AvSak mohla sa porusit

.....

Vidime teda, %e toto pravidlo budeme musiet pouzivat nejako systematicky, aby sme si jeho pouZivanim
nenarobili viac problémov ako odstranime.
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Cviéenie 1.0.2 Majme lubovolny strom obsahujici prvky, ktoré vieme porovndvat. Budeme dookola opako-
vat proces: "Ndjdi vrchol, kde neplati podmienka haldy. Ak uZ taky neexistuje, skonci. Ak si nejaky nasiel,
pouzi nan pravidlo bublania dodola.”

Must byt tento postup nutne konecny?

Vkladanie do haldy

Ked chceme vlozit novy prvok do haldy, priddme ho ako list pod niektory prvok haldy. Ozna¢me novy vrchol v
a jeho otca u. Vieme, ze doteraz kazdy vrchol spliial podmienku haldy. Ked sme pridali v, jediné miesto, kde
sme ju mohli pokazit, je vrchol w.

Skuisime teda pouzit vo vrchole u pravidlo bublania dodola. St dve moznosti. Ak sa ni¢ nestane, mame
korektni haldu a mézeme skonéit.

V opa¢nom pripade sa vymenia hodnoty v u a v (kedze jedine hodnota vo v mohla byt mensia od hodnoty
v u). V tomto okamihu je opét nanajvys jeden vrchol, v ktorom neplati podmienka haldy — a to otec vrcholu u.

Pre tento vrchol zopakujeme celi tvahu. Takto pokracujeme v najhorSom pripade az dovtedy, kym sa
nedostaneme do korenia. Ten uz otca nema4, takze v tomto okamihu uz nemé kde byt problém — médme korektni
haldu a v nej o prvok viac.

(Tomuto postupu sa niekedy hovori bublanie dohora. D4 sa nan totiz divat aj tak, Ze novovlozeny prvok sa v
halde prestiva nahor, az kym nenéjde miesto, kam podla svojej hodnoty patri. Vsimnite si tieZ, Ze krok bublania
dohora vieme implementovat v konStantnom ¢ase, bez ohladu na stupen vrchola u — vieme totiz, Ze aktualny
vrchol v je jedingym synom u, ktory od neho moze byt mensi, preto sa nepotrebujeme pozerat na ostatnych
Synov u.)

Obr. 1.3: Vlozenie prvku 9 do haldy a jeho nésledné bublanie dohora.

Vyberanie najmensieho prvku z haldy

Vieme uz, ze najmensi prvok sa nachddza v koreni. Ked ho vSak chceme z haldy vybraf, potrebujeme novy
koreni. Toto sa d& riesit napriklad tak, Ze zoberieme Tubovolny list, odstrdnime ho a hodnotu z neho dame do
korena namiesto prave vybranej hodnoty.

Co sme takto dostali? Strom, v ktorom vsetky vrcholy okrem korefia spliiaji podmienku haldy. A uZ je
jasné, ako dalej — pouzijeme na koreni pravidlo ”bublanie dodola”. Ak toto pravidlo ni¢ nezmeni, mame hotovi
haldu.

Ak nastane vymena, pokrac¢ujeme pouZzitim pravidla ”bublania dodola” na vrchol, kam sme prave presunuli
hodnotu z korena. Toto opakujeme az do okamihu, kedy uz vymena nenastane.

Po kazdej iteracii plati, Ze jediny vrchol, ktory moze porusovat podmienku haldy, je vrchol s prvkom, ktorym
bubleme dodola. Na zaciatku (ked je nds prvok v koreni) aj po prvej iterécii je to zjavné.

(Vsimnite si, Ze na tento proces sa d divat ako na opak procesu, ktory prebieha pri pridédvani prvku. V tomto
pripade prvok, ktory sme umiestnili do korena, klesd nadol, kym nendjde miesto, kam podla svojej hodnoty
patri.)
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Obr. 1.4: Vyber najmensieho prvku 7 z haldy. Na jeho miesto ddme prvok 14 z listu. Tento prvok nésledne
prebuble dodola, ¢im opif dostdvame haldu.

Aké haldy s nanic?

Haldy réznych degenerovanych tvarov nam prili§ nepomézu. Napr. je nani¢ halda, ktord je tvorena jednym
koreniom a N — 1 listami. A takisto je nani¢ halda-had, v ktorej ma kazdy vrchol najviac jedného syna.

V ¢om je problém?

Pozrime sa najskor na prva spominant haldu. Keby sme v nasom programe pouzivali haldu, ktora vyzera
takto, prili§ by ndm to nepomohlo. Zjavne do takejto haldy vieme Tahko vkladat dalSie prvky — staci pridat
novy list a ak treba, tak hodnotu v nom vymenit s hodnotou v koreni. AvSak do problémov sa dostavame v
okamihu, ked by sme chceli najmensi prvok z haldy vybratf. Vtedy by sme totiz na to, aby sme zistili, ktort
hodnotu presunit do korenia, museli prezriet tplne vSetky prvky v halde.

Predstavme si, ze sme do takejto haldy najskér vlozili NV prvkov a potom N-krat vybrali najmensi z nich.
Kazdé vlozenie prebehlo v konstantnom ¢ase. Potom sme vSak museli po vybere prvého prvku ndjst najmensi
spomedzi zvy$nych N — 1, po vybere druhého prvku najmensi zo zvy$nych N — 2, a tak dalej. Ked toto vsetko
séitame, zistime, ze dokopy vykoname ©(N?) krokov.

A o nic¢ lepSie na tom nie je ani druhd spominand halda.

Pozrime sa na to, ako by td istd postupnost operacii (najskor vlozit N prvkov a potom N-krat vybrat
najmensi z nich) prebiehala tu. Vzdy, ked vloZime novy prvok, ho priddme ako novy list do este hlbsej trovne, a
nésledne s nim bubleme dohora, az kjm sa nezastavi. V najhorSom moznom pripade (ktory nastane, ak budeme
vkladat prvky v poradi od najvic¢sieho po najmensi) teda kazdy prvok postupne prebuble hore celou refazou az
do koremna. Teda druhy vloZzeny prvok bude bublat dohora 1-krét, treti 2-krat, ..., a posledny N-ty bude bublat
az (N — 1)-krat. V tomto pripade si teda uz samotnéa postupnost vlozeni N prvkov méze vyziadat az ©(N?)
krokov.

K tymto dvom patologickym prikladom pridame este pozndmku: Prvy z nich zodpoveda situacii, kedy by
sme si prvky pamétali v obycajnom poli a navyse mali premenni, v ktorej mame index najmensieho z nich.
Druhy z nich zodpoveda tomu, Ze si prvky pamétame v utriedenom poli, resp. v utriedenom spajanom zozname.

Ako teda musi vyzerat dobra halda?

V predchéadzajtcej casti sme si ukazali dva patologické pripady, v ktorych ndm princip haldy nijako nepomohol.
Vsimnime si, ¢o presne v nich spésobovalo, ze praca s nimi bola pomalé.

V prvom z nich to bol velky stuperi korefia. Ak méame v halde vrcholy s velkym stupiiom, tieto nis buda
spomalovat — lebo vzdy, ked pre tento vrchol vykondme bublanie dodola, musime prezriet vSetkych jeho synov.

V druhom to zase bola velka hibka haldy. Ked priddme novy prvok a bubleme s nim dohora, méze sa nam
stat, ze prebuble az do korefia. A v takomto pripade je po&et krokov priamo tmerny hibke, v ktorej prvok
zacinal.

Dobr4 halda by teda mala mat vrcholy malého stupiia a zaroven by nemala byt prili§ hlboka.

Takmer Gaplné binarne stromy

Pripomefime si, Ze v bindrnom strome moze kazdy vrchol mat nanajvys dvoch synov — jedného Tavého a jedného
pravého. A tiez si pripomenime, ze hibka vrcholu je definovana ako podet hran na ceste z neho do korefia.
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Binarny strom mézeme rozdelit na tirovne: tiroveii k tvoria vetky vrcholy, ktoré maja hibku k. Viimnime
si, Ze na trovni k méZeme maf nanajvys 2% vrcholov. (Na tirovni 0 je len korefi, ten ma nanajvys 2 synov ktori
tvoria troven 1, kazdy z nich mé nanajvys 2 synov ktori spolu tvoria troven 2, atd.)

Bindrny strom voldme 4plng, ak je kazda jeho troveti bud prézdna alebo tplne plnd — inymi slovami, ak mé
kazdy vrchol v kazdej trovni okrem poslednej prave dvoch synov. Uplny binarny strom hibky & ma teda presne
14+ 28+ ... 4281 4 9k = 9k+1 _ 1 yrcholov, a z nich 2% sa listy.

Obr. 1.5: Uplny binarny strom hibky 3. M4 24 — 1 = 15 vrcholov, 23 = 8 z nich st listy.

Zjavne pre skoro ziadne N neexistuje uplny bindrny strom s N vrcholmi. Budeme sa teda musiet uspokojit
so stromami, ktoré sa na tplné dostatocne podobaji.

Takmer dplny bindrny strom je taky binarny strom, ktory maé vSetky trovne okrem poslednej plné, a v
poslednej st vSetky vrcholy natolko vlavo, nakolko sa to pri ich pocte da.

ARER fREn gl

Obr. 1.6: Takmer uplné binarne stromy so 16, 17 a 18 vrcholmi.

Zjavne pre kazdé N existuje prave jeden takmer tplny binarny strom s N vrcholmi. Ich konstrukciu moézeme
popisat aj takto: Takmer Uplny strom s N > 1 vrcholmi zostrojime z takmer tplného stromu s N — 1 vrcholmi
tak, Ze n4djdeme najmensiu troven, do ktorej sa dé pridat vrchol, a priddme ho do nej na najlavejSie mozné
miesto.

Tie# si véimnite, Ze pre kazdé N z mnoziny {2¥,2F +1,..., 281 — 1} m4 N-vrcholovy takmer tplny binarny
strom hibku k. Toto isté mozeme povedat aj nasledovne: Takmer tplny bindrny strom s N vrcholmi méa hibku
[logy k]

Binarna halda
Najcastejsie pouzivanym typom haldy je bindrna halda. T4 bude spliat obe poziadavky, ktoré sme sformulovali

v ¢asti ?? — nebude mat velké stupne vrcholov a taktiez nebude mat velkt hibku. Binarna halda je totiz strom,
ktory m4 vlastnost haldy a je takmer tplny.

Obr. 1.7: Binarna halda.

Velkou vyhodou bindrnej haldy je, Ze ju vieme Tahko implementovat bez pouzitia ukazovatelov. Sta¢i ndm
jedno dostatoéne velké pole.! Haldu doii ulozime ”po riadkoch”. Teda na zadiatku pola bude uloZeny koreii, za
nim zlava doprava jeho synovia, za nimi zlava doprava ich synovia, a tak dalej.

INa inej prednaske sme si ukazovali abstraktni datova Struktaru vektor, ktori mézeme pouzit, ak vopred nevieme potrebnu
velkost pola.
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index |O| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8] 9
prvok | 7 [ 12 | 10 | 23 | 29 | 11 | 47 | 28 | 27 | 35

Obr. 1.8: Binarna halda z obrazka ?? uloZena v poli.

Vsimnite si, ze N-prvkova binarna halda nam zabera presne prvych N pozicii v poli.

Ak maju prvky v poli indexy 0 az N — 1, tak platia nasledovné vlastnosti: Otec vrcholu s indexom = ma
index [(z — 1)/2]. Synovia tohoto vrcholu maji indexy 2z + 1 a 2z + 2. Ku kazdému vrcholu teda vieme jeho
otca aj pripadnych synov najst v konstantnom case. Vdaka tomuto vieme priamo s polom pracovaf tak, ako by
sme pracovali s haldou reprezentovanou ako strom.

Vyber minima z binarnej haldy

Pozrime sa podrobnejSie na vyber najmensieho prvku z binarnej haldy. Ako u kazdej haldy, tento najdeme v
koreni — ¢ize v nasom poli, v ktorom mame ulozent haldu, na pozicii 0.

Po tom, ako zistime jeho hodnotu, by sme ho potrebovali odstranit. Pripomeiime si, Ze vo vSeobecnej halde
sa to robilo tak, Ze sme namiesto neho odstranili lubovolny list a hodnotu z neho sme presunuli do korena.

V bindrnej halde si mozeme dovolit odstrénit vZdy prave jeden list — najpravejsi list na najspodnejsej tirovni.
Teda ten, ktory je v nasom poli uloZzeny na pozicii N — 1.

Ked hodnotu z neho presunieme do korelia, dostavame uz takmer hotovil bindrnu haldu s N — 1 vrcholmi.
Jeding problém, ktorj moze nastat, je, Ze hodnota, ktorti sme prave presunuli do korefia, tam nemusi spliiat
podmienku haldy. To samozrejme lahko napravime prebublanim tejto hodnoty dodola.

Efektivnost binarnej haldy

KedZe v bindrnej halde mé kazdy vrchol najviac dvoch synov, vieme pravidlo bublania dodola pouzit na Tubo-
volny vrchol v kon§tantnom case.

Pri vkladani prvku novy prvok priddme do najspodnejSej vrstvy a nasledne nim prebubleme dohora. Cas
potrebny na vloZenie prvku je teda v najhorsom pripade priamo timerny hibke haldy.

Pri vybere prvku najskér v konstantnom case odstranime posledny list a presunieme jeho hodnotu do korena,
a potom touto hodnotou prebubleme niekam dodola. Teda aj u tejto operacie je Casova zlozitost v najhorSom
pripade priamo timerna hibke haldy.

A tu sa ukazuje, preco bolo dobré zvolit si prave binarnu haldu. Bindrna halda s N prvkami m4 tvar takmer
tiplného bindrneho stromu, a teda mé hibku rovnt [logy, N|.

Preto maja obe operacie ”vlozZenie prvku do bindrnej haldy” a ”vyber najmensieho prvku z nej” ¢asovi
zlozitost O(log N).

Tvorba binarnej haldy z neutriedeného pola

Vyrobit haldu obsahujtcu danych N prvkov vieme aj efektivnejsie ako postupnym vkladanim prvkov do pévodne
prézdnej haldy. Pouzitim jednoduchého triku dokdZeme binarnu haldu vyrobit v linedrnom case.

Majme pole obsahujtce nasich N prvkov. Na toto pole sa mozeme divat ako na takmer tplny bindrny strom,
v ktorom len potrebujeme preusporiadat prvky tak, aby vSade platila podmienka haldy. UkéZeme, Ze na to, aby
sme ju zabezpecili, sta¢i v sprdvnom poradi bublat jej prvkami dodola.

Presnejsie, budeme prvky spractvat od konca pola, t. j. od listov haldy. Pre kazdy z nich zoberieme hodnotu,
ktora v iom aktualne je, a prebubleme nou dodola, kym to ide.

Preco to funguje?

Stadi si vSimnut, Ze vzdy v okamihu, kedy spracujeme niektory vrchol, plati, Ze cely podstrom daného vrcholu
uz spliia podmienku haldy. (Ked spractivame nejaky vrchol, znamen4 to, Ze uz sme predtym spracovali oboch
jeho synov, a teda ich podstromy uz oba spliiaji podmienku haldy. Mame teda star zndmu situaciu, kedy
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jedine hodnota v koreni aktudlneho podstromu kazi podmienku haldy v nom, no a bublanim tejto hodnoty
dodola tento kaz odstrdnime.)

A zaujimavejSia otazka: Ako rychlo to funguje?

Celkovt ¢asovi zlozitost vieme odhadnit ako podet spracovanych vrcholov plus celkovy pocet krokov bubla-
nia dodola. Pocet spracovanych vrcholov je N. Celkovy pocet krokov bublania dodola odhadneme nasledujicou
tavahou:

Predstavme si, Ze sme nechali prebehnat nas algoritmus. Vsimnime si teraz lubovolnt konkrétnu troven x
v naSej halde a poloZzme si otdzku: Kolkokrat sa stalo, Ze na tato troven klesol niektory prvok?

Zjavne ked pre kazdu troven spoéitame pocet prvkov, ktoré na 1iu niekedy klesli, dostaneme presne celkovy
pocet krokov bublania dodola.

No a na druhej strane na trovenl  mohli klesnut len prvky, ktoré povodne boli na vyssich trovniach. A tych
bolo presne 27 — 1.

Preto celkovy pocet krokov bublania dodola v halde s hibkou % je nanajvys rovny

-+l -+ (@) =28 k2

No a pre pocet vrcholov N haldy s hibkou & plati N > 2*. A teda celkovy pocet krokov bublania dodola je
mensi ako 2N.

*ZlozitejSie haldy

Existuju aj zlozitejsie haldovité datové struktiry, ktoré vedia efektivne robit vSetky operdacie, ktoré vie " klasicka”
binarna halda, a nie¢o naviac. Prvym prikladom je binomickd halda. Nejde vlastne o haldu podla nasej definicie,
ale o mnozinu obsahujtcu niekolko héld Specidlneho tvaru, pricom poc¢ty vrcholov v nich st navzdjom rozne
mocniny dvoch. Oproti binarnej halde vie binomicka halda navyse operaciu merge: vieme v ¢ase O(log V) spojit
dve binomické haldy do jedne;j.

Este komplikovanejsou datovou struktarou je Fibonacciho halda, ktora vie robit niektoré operacie (vloZenie
prvku, spojenie dvoch héld a zvySenie priority danému prvku) dokonca v amortizovanom konStantnom case.
Implementéacia Fibonacciho haldy je komplikovana. V praxi sa len zriedka stretneme s natolko velkymi vstupmi,
aby sa lepsia asymptoticka ¢asova zlozitost Fibonacciho haldy prejavila. Tato datovéa Struktara vsak maé velky
vyznam v teoretickej oblasti pri navrhu novych efektivnych algoritmov.

Cviéenie 1.0.3 Bindrnu haldu sa dd upravit tak, aby vedela v logaritmickom case vracat nie len najmendst,
ale aj najvacési prvok. Jedna moZnost, ako to dosiahnut, je pozmenit podmienku haldy nasledovne: KaZdy
vrchol, ktory je ma pdrnej drovni (vrdtane koreria) musi obsahovat najmensi prvok vo svojom podstrome.
Kazdyj vrchol, ktory je na nepdrnej drovni, musi obsahovat najvic¢si prvok vo svojom podstrome.

Popiste, ako vyzeraji jednotlivé operdcie s takouto min-max haldou.




