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Casova zlozitost

Laicky pohlad skutoéne méze naznacovat, ze efektivne algoritmy vobec nepotrebujeme. Ved predsa kazdy rok sa
vyrobcovia poéitatov predbiehaju v tom, kto vyrobi eSte vykonnejsi procesor, eSte rychlejsiu pamit, ... Tento
trend je dokonca natolko vyrazny, Ze mé aj svoje meno: Moorov zdkon. Pomenovany je podla jedného zo za-
kladatelov Intelu, Gordona E. Moora, ktory v roku 1965 predpovedal, Ze kazdé dva roky sa zdvojndsobi pocet
tranzistorov, ktoré sa podari umiestnit na integrovany obvod danej velkosti. V stéasnosti sa nazov ,,Moorov
zakon“ pouziva vSeobecnejSie a asi najznamejsia jeho formulécia znie: ,,priblizne kazdych 18 mesiacov sa zdvoj-
nasobi vypoctova sila pocitacov bezne dostupnych v obchodoch®.

Uvedieme jeden priklad: pred 15 rokmi (27. marca 1995) prisiel Intel na trh s najnovs§im modelom procesoru
Pentium s taktovacou rychlostou 120 MHz. V roku 2010 uz boli beZne dostupné procesory, ktoré mali taktovaciu
rychlost vySe 3 GHz (vySe 25-ndsobny narast), Styri nezéavislé jadrd, dve trovne vyrovnivacej pamite a iné
vylepSenia, ktoré dokopy skutocne spdsobili, ze pocitace v roku 2010 boli priblizne tisickrat vykonnejsie ako tie
o 15 rokov starsie.

Ked teda méame k dispozicii takto vykonné pocitace (a nddej, ze v budicnosti bud este lepsie), potrebujeme
teda na nieco efektivne algoritmy? Ano, potrebujeme, ba dokonca viac ako kedykolvek predtym. Spolu s rastom
vypoctovej sily beznych pocitacov rastie totiz aj objem dat, ktoré nasa spolo¢nost potrebuje denne spracovat.

Opit si porovnajme roky 1995 a 2010. V roku 1995 sa kapacita bezne dostupnych pevnych diskov blizila k 1
GB a data sme bezne prenésali na 3.5-palcovych disketach. V roku 2010 uz boli bezné pevné disky s kapacitou
vyrazne presahujicou 1 TB. (Opit ide o vySe tisicndsobny nérast.)

Podla The Official Google Blog prvy index webstranok, ktory algoritmy vyhladédvaca Google zostrojili v roku
1998, obsahoval 26 miliénov webstranok. Okolo roku 2000 tento pocet dosiahol miliardu a v lete 2008 uz Google
poznal dokonca bilién (10'?) réznych webstranok. MnoZstvo webstranok teda len za 10 rokov nardstlo takmer
50 000-krat — omnoho vyraznejsie ako vypoctova sila pocitacov! A to nehovorime o tom, Ze dne$né webstranky

A nielen samotné mnoZstvo spractivanych dat nés niati hladat ¢o najefektivnejsie algoritmy. Druhym dévodom
je obtiaznost problémov, ktoré sa snazime pomocou poéitacov riesit. Castokrat je podet vietkych moznjch rieseni
problému natolko obrovsky, ze ked hladdme to najlepSie z nich, nemdZeme si ani zdaleka dovolit vyskasat ich
vsetky.

Zartik
Skor, nez opustime Moorov zékon a pozrieme sa na tazké problémy, si eSte uvedme jedno vtipné pozorovanie.

Predpokladajme, ze mame fakt velky vypoctovy problém, o ktorom odhadujeme, Ze ho nas pocita¢ vyriesi
za sedem rokov. Co méme robit, ak potrebujeme vysledok ¢o najskor? Samozrejme, Ze ¢o najskor spustit nas
program, vSakze?

Nuz, nie. Ak déverujeme Moorovmu zakonu, existuju aj lepsie rieSenia. Najlepsie vychadza nasledovné: treba
najskor pockat priblizne 2.54 roka, vtedy kipif novy poc¢itac a spustit program na tom. KedZe ten novy pocitac
bude niekolkokrat rychlejsi od stic¢asného, vysledok spocita za nieo vyse dvoch rokov. Od stcasnosti budeme
teda na vysledok namiesto siedmich rokov ¢akaf len priblizne 4.7 roka. Dobré, nie? :)

(Viete vypocitat ako vyzerd rieSenie vo vSeobecnosti? Kedy sa oplati ¢akat a ako dlho?)

1.1 Sachové programy

Dobre si to mdZzeme ilustrovat na priklade programov, ktoré hraju sach. Sti¢asné Ssachové programy st neuve-
ritelne komplikované (obsahuju napriklad samostatné kniZznice roznych otvoreni a koncoviek), ale vSetky maji
spolo¢né jadro: Ked sa takyto program rozhoduje, aky tah mé zahrat, spravi to tak, Ze zacne prezerat mozné
priebehy nasledujucich fahov oboch hracov. Ked mu vyprsi ¢as, vyberie si ten fah, ktory na zéklade moznych
vyvojov partie vyhodnoti ako najlepsi.

Kolko toho stihne takyto program prezriet? Nech trebars v kazdej pozicii existuje v priemere 10 rozumnych
moznosti, ako potiahnut. Ak sa budeme pozerat na nasledujtce dva polfahy, je 10 x 10 = 100 moZnosti, ako
budu vyzerat — na kazdy z fahov poéitaca moze jeho protihraé zareagovat 10 sposobmi. Ak by sme chceli prezriet
vietky mozné priebehy nasledujtcich troch poltahov, uz ich pocet narastie na 10% a tak dalej.
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Pocet priebehov partie teda rastie exponencidlne. Uz napriklad pri deviatich poltahoch dostévame odhadom
miliardu moZnych priebehov. Tento pocet je tak na hranici toho, ¢o dnesny pocitac¢ zvladne prezriet za jednu
mindtu. Zjednodusene teda moézeme povedat: Ak by sme ndSmu Sachovému programu dovolili minitu poéitat,
stihol by vyhodnotit, ¢o vSetko sa méze stat v nasledujtcich deviatich poltahoch.

Ako velmi ndm pri hrani Sachu pomdze, ak si kiipime novy pocita¢? Odpoved je jednoduché: na to, aby sa
novy poéita¢ stihol za minttu pozriet ¢o i len o jediny poltah dalej, musi byt 10-krat rychlejsi od toho, ktory
méame teraz. Ak sa aj v budicnosti bude vypoctovéa sila pocitadov spravat podla Moorovho zékona, dockdme
sa takého pocitaca az priblizne o 5 rokov.

S podobnou situdciou sa ¢asto stretneme pri spractvani dat v praxi: Ak nepozname efektivny algoritmus,
ktory by nas problém riesil, samotny ndrast vypoctovej sily poéitatov nds nemd ako zachranit. A prave tu
prichddza k slovu navrh efektivnych algoritmov: ak v praxi narazime na fazky problém, potrebujeme ho vediet
analyzovat a odhalit ¢o najlepsi sposob, ako ho algoritmicky riesit.

1.2 Iné tazké problémy

Problém batoha (https://en.wikipedia.org/wiki/Knapsack_problem) je optimaliza¢ny problém, v ktorom
chceme spomedzi danych n veci vybrat podmnozinu ktort zvladneme naraz odniest a ktord mé v sacéte co
najvicsiu cenu. Tento problém vieme rie$it hrubou silou: vysktasame postupne vSetkych 2™ podmnozin veci a o
kazdej si spocitame, kolko dokopy vazi a akt mé dokopy cenu.

Problém obchodného cestujiceho (https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem) je
optimaliza¢ny problém, pri ktorom chceme ndjst najlacnejsi spésob ako postupne navstivit vSetky mestd v danej
krajine. Aj tento problém vieme riesit hrubou silou: tentoraz treba vyskusat vSetkych n! poradi, v ktorych mestéa
navstivit.

Tieto rieSenia hrubou silou st v8ak v praxi pouzitelné len pre velmi malé hodnoty n. Aj takéto problémy
nas preto motivuji hladat efektivnejsie algoritmy.
hrubou silou, priblizne o 3: ak som na svojom starom pocéitaci vedel za hodinu vyriesit vstup v ktorom n = 35, na
novom pocitaci to bude n = 38. Toto pozorovanie plati pre fubovolny problém, na ktorého riesenie potrebujeme
exponencialny podet krokov: ak niekolkokrdt zviacsim rychlost pocitaca, len o niekolko narastie velkost dat, ktoré
zvlddnem spracovat. (Respektive naopak: ak o niekolko narasie velkost dat, tak niekolkokrdt narastie potrebny
pocet krokov vypoctu.)

Ak v8ak vymyslim lepsi algoritmus, ktory bude napriklad namiesto 2" moznosti skisat len 2*/2 moznosti,
zlep$im tym velkost zvladnutelnych dat az na n = 70. Kde ndkup techniky zlyhal, lepsi algoritmus vitazi.

V oboch vyssie uvedenych dlohach uz skutoéne poznadme Sikovnejsie algoritmy, ktoré rieSenie najdu efek-
tivnejsie ako hrubd sila. Este stale vSak vSetky tieto algoritmy potrebuju spravif exponencidlne vela krokov v
zévislosti od n. A predpokladé sa, Ze ziadne principidlne lepsie rieSenia tychto problémov neexistuju — o oboch
totiz vieme dokéazat, Ze su tzv. NP-fazké.

1.3 Ako neporovnavat algoritmy

Skor nez sa dostaneme k samotnému navrhu algoritmov, potrebujeme spravit jednu délezitti odbocku. Ked totiz
vymyslime k nejakému problému viacero roznych algoritmov, budeme potrebovat vyhodnotif, ktory z nich je
lepsi. Ako ale algoritmy porovnavat?

Ako prvy asi kazdému napadne priamociary pristup: Ked mame vymyslené dva algoritmy, sktisime oba
naprogramovat a spustit. Ktory skor skonéi, ten je lepsi.

Tento pristup je vSak velmi neprakticky, a to hned z viacerych dovodov:

e VyZzaduje presne to, ¢omu sa chceme vyhnuf. My nechceme programovat vsetky rieSenia, ktoré nam
napadni, prave naopak. Chceme vybraf to najlepSie z nich a naprogramovat len to.

e Je nepresny. Rychlost behu programu zavisi od mnohych faktorov, ako napriklad momentalna zataz pro-
cesora inymi tlohami, mnoZstvo volnej pamite, architektiira procesora a podobne.


https://en.wikipedia.org/wiki/Knapsack_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem
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e Nemusi byt pouzitelny. Moze sa stat, ze data st natolko velké, Ze takéto praktické testy by trvali netinosne
dlho. (Obzvlast ak ani jeden z naSich algoritmov nie je dostato¢ne dobry.)

e Je nedostatoény. Tym, ze programy spustime pre nejaké konkrétne vstupné data, sa dozvieme len to, ako
sa spravaju pre tento konkrétny vstup. Co nam ale zaruéi, Ze aj hocijaké iné data zvlddne ten program
spracovat rovnako rychlo?

Pri analyze algoritmov sa preto beZne pouziva iny pristup: Nebudeme pouzivat Ziaden konkrétny poditac,
budeme sa na vykonavanie algoritmu divat ako na postupnost logickych krokov. Cim menej krokov potrebujeme
spravit pri vykonavani daného algoritmu, tym lepsi bude.

1.4 Pocitanie poctu krokov

Spocitat, kolko presne krokov spravi dany algoritmus (pre dané vstupné déata), modze byt uz aj pre velmi
jednoduché algoritmy velmi zlozita (iloha. Bude preto vhodné zacat jednoduchou névodnou tlohou.

Na obchodnom stretnuti sa stretlo 20 podnikatelov. Kazdy z nich si podal ruku so vSetkymi ostat-
nymi. Kolko podani rik sa dokopy uskutocénilo?

20) = 2019 — 190 a kazda dvojica si raz podala

RieSenie tejto tlohy je jednoduché: dvojic podnikatelov je (2 5
ruku, preto podani rik bolo prave 190.
Nasleduje druha navodna tloha:

Kolko hviezdiciek vypise nasledujtica ¢ast programu, ak premennd n obsahuje hodnotu 207

for i :=1 to n do
for j ;=1 +1 ton do
write(’*’);

Keby sa hodnota premennej n nacitavala z klavesnice, ako by pocet hviezdiciek zavisel od hodnoty,
ktorti pouzivatel zada?

Toto je vlastne té isté tiloha, len teraz je zamaskovand v inom Sate. Aby sme lepsie videli, ¢o sa pri vykondvani
programu deje, upravme si ho nasledovne:

for i := 1 to n do
for j := i+l to n do
writeln(i,’ ’,j);

Keby sme si podnikatelov z predchadzajacej tlohy o¢islovali od 1 po 20, tento program by préve raz vypisal
kazd dvojicu ich ¢isel. Tento upraveny program teda vypise presne 190 riadkov, a teda pévodny program vypise
190 hviezdiciek.

Kolko hviezdiciek vypiSe nasledujica ¢ast programu preS = ’abeceda zjedla deda’ aT = ’eden’?

for i := 1 to 16 do
for j := 1 to 4 do begin
write(’%’);
if S[i+j-1] <> T[j] then break;
if j = 4 then halt;
end;

(Spravna odpoved je 21. Uvedeny program hladd vyskyt retazca T v refazci S tak, Ze postupne vyskisa
a skontroluje vsetky pozicie, kde tento vyskyt moéze zacinat. Kazdy vypis hviezdicky zodpovedd jednému po-
rovnaniu znakov.)

Viete najst vstup pre predchadzajici algoritmus, kde budi S a T rovnakej dlzky ako vo vyssie
uvedenom priklade a zaroven pocet vypisanych hviezdic¢iek bude najviacsi mozny?
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1.5 Prakticky pohlad

V predchédzajucej casti sme pre velmi jednoduché programy dokéazali presne spoéitat, kolko krokov urobia. Ale
potrebuje programéator z praxe niekedy takéto presné vysledky?

Programétor vicsinou nevie presne, aké data bude jeho program spractvat. V lepsom pripade vie priblizne
odhadnnt ich velkost, v horSom ani to nie.

Napriklad programéator Andrej piSe modul pre prihlasovanie na webovy portal, ktory ma dnes 100 000
uzivatelov. Pocas najrusnejSej hodiny diia sa ich prihldsi okolo 5 000. Andrej teda priblizne vie, aké velké data
bude jeho program spracivat, a vie, ze jeho program musi byt dost rjchly na to, aby stihol spracovat kazdého
uzivatela za niekolko desatin sekundy.

Bibiana piSe program, ktory bude simulovat skladanie proteinov. Cim bude jej program rychlejsi, tym viac

Obaja v skutoc¢nosti nepotrebuju vediet presny podet krokov, ktory ich program v danej situdcii spravi.
Stacil by im sposob, ako priblizne zistit, ako dlho ich program v danej situdcii pobezi, resp. ¢i je dostato¢ne
rychly.

1.6 Ako definovat ¢asoviu zlozitost?

V zadani 2 sme si mohli vSimnt, Ze pocet krokov, ktoré vykoname pri simuldcii dotyéného algoritmu, zavisi od
hodnoty premennej n. V tomto konkrétnom pripade by sme napriklad mohli povedat, Ze pre vstupni hodnotu
n dany program spravi 1.5n2 — 0.5n + 1 krokov.

Podobnii tvahu vieme spravit pre lubovolny algoritmus A. Vzdy sa da definovat nasledujtca funkcia k4:
Nech v je nejaky vstup, na ktorom mozeme vykonat algoritmus A. Potom k4 (v) je pocet krokov, ktoré pri tom
spravime.

Ako sme vSak uviedli v predchadzajucej casti, takyto pohlad je zbytocne presny. Vsimnime si napriklad
zadanie 4. Ako pocet vypisanych hviezdi¢iek, tak aj celkovy pocet krokov algoritmu zavisi nie len od dizky
retazcov S a T, ale aj od toho, ako presne tieto retazce vyzeraju. Lahko nahliadneme, Ze uz pre takyto jednoduchy
algoritmus neexistuje Ziaden pekny jednoduchy matematicky zapis funkcie k4.

Nagtastie ho ani nepotrebujeme poznat. To, ¢o ndm o algoritme sta¢i vo viicsine pripadov vediet, je jeho
najhorsi mozny pripad. V pripade zadania 3 by nas teda mohla zaujimat odpoved na otazku: Ak mé retazec S
dlzku z a refazec T dlzku y znakov, kolko najviac krokov spravi uvedeny program?

Ak by sme poznali odpoved na tito otdzku, mozeme sa na nu divat ako na zaruku: nech konkrétne retazce
vyzeraju, ako len chcil, my vieme zarudit, Ze nas program sa po takom-a-takom pocte krokov skonéi.

A presne takto sa v oblasti navrhu a analyzy efektivnych algoritmov ¢asovéa zlozitost definuje: Casovou
zlozitostou algoritmu A je funkcia t4 takd, Ze hodnota t4(n) je najmensi pocet krokov, ktoré A stacia na
spracovanie fubovolného vstupu velkosti n. (Alebo inymi slovami, keby sme A vykonali pre vSetky mozné vstupy
velkosti n a zakazdym si zapisali pocet vykonanych krokov, tak by t4(n) bolo maximum z tychto poétov.)

1.7 Casovil zloZitost sta¢i odhadnit

Stcasné procesory zvladaju vykonat priblizne miliardu instrukcii za sekundu. Pomocou tohto priblizného udaja
mozeme jednoducho z asovej zlozitosti programu odhadnif, ako dlho by bezal na stcasnom pocitaci. Napr.
program s ¢asovou zlozitostou 5n? + 4n by pre n = 10000 bezal priblizne pol sekundy. (Samozrejme, konkrétna
hodnota zavisi od konkrétneho pocitaca.)

Skuisme si teraz poloZit otdzku opacne: ak vieme, akti ma nas program ¢asov zloZitost a vieme, ako dlho ho
sme ochotni nechat bezat, aky najvicsi vstup esSte stihne spracovat?

V nasledujtcej tabulke uvaddzame nazorny prehlad odpovedi na tito otézku pre niekolko zaujimavych ¢aso-

vych zlozitosti.
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¢as/zlozitost n n? n® 2" nl
milisekunda 1000000 1000 100 20 10
sekunda, 1000000 000 30000 1000 30 12
minGta 0 250000 4000 35 14
hodina 0 2000000 15000 41 15

den 0 9000000 44000 46 16

mesiac oo 51000000 130000 51 17

rok oo 170000000 310000 54 18
tisicrocie s} oo 3100000 64 21

Tabulka 1: Najvicsie n, pre ktoré program s danou ¢asovou zlozitostou skon¢i v danom case.

.....

Ak sa na algoritmy divame z tejto perspektivy, Tahko si vSimneme, Ze prili§ nezélezi na tom, ¢i mé nés
algoritmus ¢asovi zloZitost n? alebo n? + 100n. Totiz akonéhle zoberieme dostato¢ne velké n, hodnota n? bude
novy stlpec pre zlozitost n? + 100n, vyzeral by skoro identicky ako stipec pre n?.

A takisto nie je Ziaden vyrazny rozdiel medzi algoritmami s ¢asovou zlozitostou n® a 7n®. Presny ¢as behu
samozrejme zavisi od presnej rychlosti ndsho poditaca, ale eSte stdle ndm nasa tabulka povie, ¢o rddovo mozeme
oc¢akéavat. Ak chceme spracovat vstupné data velkosti n = 40000 a nas program ma éasovi zlozitost 7n3, bude
mu to trvat niekolko dni. Ak by bolo n = 7000000, rovno vieme povedat, Ze sa odpovede nedozijeme.

Programator Cyril napisal program, ktory nacita siradnice stredov a polomery N roznych kruznic
v rovine a nésledne zisti, kolko maji dokopy prieseénikov. Svoj program vam popisal nasledovne:
,, Pre kazdi dvojicu kruznic vypocitam vzdialenost ich stredov a porovndm ju so sti¢tom polomerov.
Podla toho, ¢&i je vicsia, rovnaka alebo mensia, som nasiel 0, 1 alebo 2 priesecniky.

Odhadnite, ako rychlo tento program spracuje 1000 kruznic. A ¢o 100000 kruznic?

Vsetkych dvojic kruznic je n? = n(n—1)/2. Cyrilov program pre kazd dvojicu kruznic spravi konstantny po-
¢et krokov: niekolko matematickych operéacii a jedno vyhodnotenie podmienky. Casové zlozitost tohto programu
je teda zrejme nejakou kvadratickou funkciou premennej n.

Tisic kruznic by teda tento problém mal bez problémov zvladnut spracovat za vyrazne menej ako sekundu.
Pri stotisic kruzniciach bude ¢as behu radovo minuta.

Danica vlani dostala od $éfa za tilohu zistit, ¢i nemajii v databaze zakaznikov nejakého zdkaznika
omylom viackrat. Tato tlohu vyriesila tak, Ze napisala program, ktory porovnal kazdu dvojicu
zékaznikov. Ked ho spustila, program necelé dve mintty bezal a na zaver vypisal, Ze Ziadne duplikdty
nenasiel.

Dnes mé firma trikrat tolko zdkaznikov ako pred rokom. Ak by dnes Danica spustila svoj program
(na tom istom pocitaci ako vlani), ako dlho by ¢akala, kym program dobehne?

O Danicinom programe opét modzeme rozumne predpokladat len jediné: Ze jeho casova zlozitost je kvadratic-
kou funkciou od poé¢tu zdkaznikov. Teraz uz len staci, ked si uvedomime, Ze ni¢ viac ani vedietf nepotrebujeme.

Ak si pocet zdkaznikov oznacéime n, tak pre dostatoc¢ne velké n uz bude éasova zlozitost Danicinho programu
takmer presne priamo imerné n2.

My sice nepozname koeficient tejto priamej tmernosti, ani ho vSak poznaf nemusime. Stac¢i si uvedomit, Ze
pocet krokov, ktoré program vykond pre 3n zédkaznikov, musi byt s rovnakym koeficientom priamo timerny ¢islu
(3n)2. A kedze (3n)? = 9n?, bude to programu trvat 9-krat dlhsie ako v prvom pripade — ¢ize priblizne stvrt
hodiny.

1.8 Naco je dobra asymptoticka rychlost rastu

Emil a Filoména st vedci. Obaja nedavno vymysleli nové algoritmy na usporadaivanie ¢isel a zistili ich ¢asové
zlozitosti. Casovi zlozitost Emilovho programu oznaé¢ime e a Filoméninho f. Teda vieme, Ze Emilov algoritmus
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potrebuje na usporiadanie n ¢isel spravit v najhorSom pripade e(n) krokov, zatial ¢o Filoménin algoritmus ich
potrebuje spravit f(n). Ako povedat, ktory z nich je lepsi?

Ak méme na mysli nejaké konkrétne pouzitie, pri ktorom priblizne vieme, ako vela ¢isel budeme spractvat,
stacilo by porovnat zodpovedajiice hodnoty e(n) a f(n). Co ak to ale nevieme? D4 sa niekedy povedat, ze jeden
z tychto algoritmov je ,vo vSeobecnosti lepsi“ ako druhy?

Ukazuje sa, ze ano. Pozerajme sa na podiel e(n)/f(n). Tato hodnota ndm hovori, kolkokrat je pre dotyéné
n Emilov algoritmus pomalsi ako Filoménin. Polozme si teraz otazku, Co sa stane, ak budeme n postupne
zvidSovat. Ak hodnota podielu e(n)/f(n) porastie cez vSetky medze, znamena to, ze Emilov algoritmus je ¢im
dalej, tym vyraznejsie horsi ako ten Filoménin. A teda aZ na konecne vela maljch pripadov sa vzdy viac oplati
pouzit Filoménin algoritmus.

Ak teda navrhujeme algoritmus v situdcii, ked nevieme, kto ho kedy pouzije a na akych velkych datach,
snazime sa o to, aby bol vo vSeobecnosti ¢o najlepsi — teda aby jeho dasova zlozitost rastla ¢o najpomalsie.

Priklad: Ak m4 Emilov algoritmus ¢asovii zlozitost e(n) = n® + n? + 1 a Filoménin f(n) = 100n? + 100n,
tak plati e(n)/f(n) = n/100 + 1/(100n? + 100n). Pre par malych hodnét n je Emilov algoritmus ryjchlejsi, ale
uz napr. pre n = 200 je priblizne dvakrat pomalsi od Filoméninho a pre n = 10000 bude uz Emilov algoritmus
bezat az stokrat dlhsie.

Vsimnite si, Ze v predchadzajicom priklade by sa ni¢ podstatné nezmenilo, ak by e bola ind kubicka funkcia
a f ind kvadratickd funkcia. Ich podiel by opit bol priblizne rovny nejakej linedrnej funkcii, a teda ¢im vécésie
vstupné data by sme uvazovali, tym horsi by bol Emilov algoritmus v porovnani s Filoméninym.

Specialne si v§imnime, Ze vZdy by existovala nejaka hranica ng, pre ktora by platilo, Ze pre vsetky velkosti

.....

1.9 Formalne znaéenie

Ked rozpravame o casovej zlozitosti algoritmov, zvéiésa chceme zhora ohranicit, ako rychlo rastie nejaké funkcia
(ktorej presné vyjadrenie Casto nepozndme). Za tymto Gcelom si pozi¢iame notéciu z matematickej analyzy.
Najcastejsie pouzivanym symbolom bude velké pismeno O, ktorého vyznam je definovany nasledovne:

Nech f a g st rasttce funkcie na prirodzenych éislach. Potom hovorime, ze f patri do O(g), ak existuje
kladné konstanta ¢ také, Ze pre vSetky dostatoéne velké n plati f(n) < c¢-g(n). Tento zapis ¢itame ,funkcia f je
velké O od funkcie g“. Prelozené z matematickej reci, tento zapis hovori, Ze funkcia f rastie nanajvys radovo
tak rychlo ako funkcia g.

Formélne, velké O predstavuje triedu (t.j. mnozinu) funkcii — teda O(g) je trieda vSetkych funkcii, ktoré
rastd nanajvys radovo tak rychlo ako funkcia g.

Navyse si toto znacenie budeme ¢asto zjednoduSovat: pod O(vyraz obsahujici n) budeme rozumiet ,O(f),
kde f je funkcia definovand predpisom Vn : f(n) = vyraz obsahujtci n“. Teda napriklad ,,0(n?)“ je to isté ako
LO(f), kde Vn : f(n) = n?“. Obe tieto znacenia predstavuji triedu vetkych funkcii, ktoré rasti nanajvys radovo
tak rychlo ako kvadraticka funkcia.

Dalsie bezne pouzivané symboly st Q a ©.

Plati f € Q(g) prave vtedy, ked g € O(f). Omega teda predstavuje dolny odhad: f € Q(g) ndm hovori, Ze
f rastie aspon radovo tak rychlo ako g.

No a f € ©(g) plati vtedy, ak plati f € O(g) a zéroven f € Q(g) — inymi slovami, ked funkcie f a g rastt
radovo rovnako rychlo.

1.10 Priklady pouzitia formalneho znacenia

Priklady pouzitia:

e Casovéa zlozitost Cyrilovho programu patri do triedy O(n?).
Skratene: Casové zlozitost Cyrilovho programu je O(n?).

e Kazd4 kubicka funkcia je O(n?).
(Vedeli by ste toto tvrdenie dokazat?)
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e Ak f(n) =2na g(n) =nl, tak f € O(g), ale neplati g € O(f).
(Slovne: Funkcia 2n rastie nanajvys tak rychlo ako n!, ale naopak to neplati.)

e n? + 10n patri do O(n?7).
(Vsimnite si, ze velké O predstavuje len horny odhad, ten moze byt niekedy velmi volny.)

e Kazdy algoritmus, ktory vie usporiadat pole n prvkov pomocou porovnévania dvojic, potrebuje spravit
Q(nlogn) porovnani.

1.11 Zhrnutie

N4jst horny odhad ¢asovej zlozitosti je ¢asto vyrazne jednoduchsie ako ju uréovat presne. V§imnime si napriklad
nas stary znamy program:

for i :=1 to n do
for j :=1i + 1 ton do
write(’*’);

Vidime, ze obsahuje dva vnorené for-cykly, pricom rozsah kazdého z nich je nanajvys n. Dokopy teda tento
algoritmus vykona nanajvys n? iteracii, a teda je jeho ¢asova zlozitost nanajvys kvadratickd od n. Toto moZeme
matematicky zapisat: ,tento algoritmus mé ¢asovi zloZitost [ktord patri do] O(n?)“.

Takto v praxi beZne vyzeréa analyza zloZitosti algoritmu. Cely postup si mézeme zhrntt nasledovne:

e Zistime, ¢o a ako ten algoritmus robi.
o Co najtesnejsie zhora odhadneme podet krokov, ktoré spravi.

e Ziskany odhad zapiSeme pomocou matematickej notacie (alebo slovne).
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