Michal Forisek: Early beta verzia skript z ADS

Problém stabilnych manzelstiev

Nasu exkurziu do sveta efektivnych algoritmov za¢neme tym, Ze si spolu vyrieSime jednu tilohu. Na nej si sktisime
ukézat, ¢o vSetko nds u algoritmickych tloh bude zaujimat, a ¢o naopak nie je podstatné. Spominanou prvou
tlohou bude tzv. problém stabilnych manzelstiev. Najskor si ho predstavime vo velmi zjednoduSenej podobe.
Bude ndm chvilu trvat, kjm sa dostaneme k jej rieSeniu, ale nebojte sa. Na konci zvitazime a navyse si eSte
cestou ukdzeme, ze vobec ma zmysel takito tlohu riesit.

Teraz sa uz ale pustime do slubovaného zadania tlohy. V nasej ilohe mame n muzov a n zien. Kazdy muz
mé svoje preferencie, t. j. usporiadané vsSetky Zeny v poradi, v akom by s nimi chcel zif. Aj kazd4 Zena m4
takéto poradie muzov. My ich teraz pojdeme vhodnym spdsobom popéarovat do manzelstiev.

Predstavme si, ze sme uz vSetkych muzov popéarovali so zenami, a teda mame n manzelstiev. Nestabilnou
dvojicou budeme volat dvojicu (muz M, Zena Z), ktori momentélne nie st spolu v manzelstve, ale muz M by
bol radsej so Z ako so svojou aktualnou partnerkou a zdrovern by aj zena Z bola radsej s M ako so svojim
aktudlnym partnerom. Sadu manzelstiev volame stabilnou, ak pre niu neexistuje ziadna nestabilnad dvojica.

A ¢o je teda nasou tlohou? Navrhnit algoritmus (resp. napisat program), ktory bude tento problém riesit.
Na vstupe dostaneme vysSie popisané tdaje: pre kazdého muza aj pre kazda zenu zoznam ich preferencii. A pre
tie ma nas algoritmus zistit, ¢i vobec nejaka sada stabilnych manzelstiev existuje, a ak dno, tak nejakt najst.

1.1 Koddovanie vstupu

Reéalne data Casto prichddzaju v réoznych skaredych podobach: maja rézne formaty, obsahuju texty v réznych
kédovaniach, a tak dalej. Ako sme uz spominali, my si ¢asto budeme tlohy ¢o najviac zjednodusovat. V nasom
pripade nds teda vobec nebude trapit, Ze sa Iudia na vstupe nejako volajl, a uz tob6z nebudeme riesit to, ako
rozoznat od seba Tudi, ktori sa volaji rovnako. Namiesto toho budeme predpokladat, Ze tieto detaily uz niekto
vyriesil za nds a muzov aj zeny ndm ocisloval ¢islami od 0 po n — 1.

Jeden moZny vstup pre nas program by teda mohol vyzerat napr. nasledovne:

R P, ONNDNW
O NDNOO =
NO -, P =, O

(V prvom riadku je ¢islo n, v druhom preferencie muza 0, v trefom preferencie muza 1, a tak dalej. Teda
napriklad Zena 0 najviac chce muZa 0, potom muZa 2 a najmenej muza 1.)

1.2 Kontrola rieSenia

Skér, nez sa pustime do rieSenia samotnej tlohy (teda hladania stabilnej sady manzelstiev), zamyslime sa nad
vyrazne jednoduchSou tlohou: len skontrolovat, ¢i je konkrétna sada manZelstiev stabilnd. Na vstupe teda okrem
preferencii dostaneme aj zoznam manzelskych dvojic a mame zistit, ¢i existuje nejaka nestabilna dvojica. Ako
by sa dala takato kontrola naprogramovat?

Nejde o prili§ fazky problém. Na jeho vyrieSenie nam staci systematicky prezrief a skontrolovat vsSetky
dvojice, ktoré teoreticky mozu byt nestabilné.

Jeden mozny algoritmus si mézeme v pseudokéde zapisat nasledovne:

pre kazdého muza M:
pre kazdid Zenu Z ind ako jeho manZelka:
# (ideme skontrolovat, ¢i je dvojica (M,Z) nestabilnd)
1. zisti, €i je Z v preferencidch muZa M skér ako jeho manZelka
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2. zisti, €i je M v preferenciach Zeny Z skdér ako jej manzel
ak bola v oboch pripadoch odpoved &no, mame nestabilni dvojicu, hotovo

ak sme sa dostali aZ sem a nic¢ sme nenaSli, sada manZelstiev je stabilna

Citatel tychto skript by mal byt v praktickom programovani dostatoéne skiiseny na to, aby dokazal takyto
pseudokdd , prelozit“ do programu vo svojom oblibenom programovacom jazyku.

EfektivnejSia kontrola rieSenia

FIXME inverzna permutéacia.

1.3 Skudasanie vSetkych moznosti

Ked teda uz vieme efektivne skontrolovat, ¢i je nejakd sada manZelstiev rieSenim nasej tlohy,

Ako u mnohych algoritmickych tloh, tak aj u tejto dlohy je jednym z moZnych sposobov rieSenia pouZitie
hrubej sily. V nasom pripade modZeme postupne skiisat véetky mozné poparovania muzov a zien, a kazdé z nich
skontrolovat.

Aky mé takéto riesenie problém? Taky, Ze je pouzitelné len pre velmi malé hodnoty n. VSetkych moznych
sposobov utvorenia manzelstiev je totiz velmi vela: presne n! (n faktorial).

Teda napriklad keby sme mali 20 muzov a 20 zien, existovalo by 2432902 008 176 640 000 réznych poparovani,
ktoré by nas program musel vyskusat. Neskor si ukdzeme, ako priblizne odhadnut, ako dlho dany program pobezi.
Pre tento program by ndm pre n = 20 vyslo, Ze na sticasnom pocitac¢i pobezi rddovo stotisice rokov.

Mimochodom, v§imnite si ten obrovsky rozdiel: rieSenie pre n = 20 vieme skontrolovat v okamihu, ale ndjst
nejaké trva nepredstavitelne dlho.

V nasej tlohe sa ukéze, ze problém je v algoritme, ktorym rieSenie hladdme — ¢asom néajdeme iny algoritmus,
ktory rieSenie vzdy najde efektivne. Je tomu tak ale vzdy, aj u inych problémov? Presnejsie: ak vieme v nejakej
tlohe efektivne owverif, ¢i je nieco jej rieSenim, musi vzdy existovat aj efektivny algoritmus, ktory danu tlohu
vie vyriesit? Odpoved na prave poloZent otazku zatial nevieme. Uzko suvisi s jednym z najvyznamnejsich
otvorenych problémov stcasnej teoretickej informatiky: otazkou, ¢i P = NP.

1.4 Algoritmus ,,opravujaci chyby*

Ak teda chceme rozumne rychlo vyriesit vstup obsahujtci viac ako po 20 muZzov a Zien, nemdzeme si dovolit
skisat (ani len zdaleka!) vSetky moznosti. Bude treba vymysliet efektivnejsi postup. Skor, nez budete ¢itat dalej,
sktiste sa aj vy nad nejakym zamysliet.

Ak ste sa naozaj nad tlohou zamysleli, je velmi pravdepodobné, Ze vam okrem iného prisla na rozum aj
nejakd verzia algoritmu, ktory mozeme dobre vystihnat frazou ,nechdme veciam volny priebeh*.

Tento algoritmus za¢neme tym, Ze lubovolne popéarujeme muZov so Zenami. Teraz spustime kontrolu, ¢i uZ
mame korektné rieSenie. Ak kontrola nenajde Ziadnu nestabilnii dvojicu, sme hotovi. A ¢o ak kontrola nejaki
nestabilni dvojicu (M, Z) najde? Ked tak velmi chct byt spolu, nech si teda stt. Danému muzovi M déme teda
za zenu Z. Tym nam samozrejme ostal jeden muz a jedna Zena — doterajsi partneri M a Z — ktori teraz nikoho
nemaju. To vyrieSime lahko: ddme aj ich dokopy.

(Na celu taktto operaciu sa mozeme divat aj tak, Ze si vlastne dvaja muzi vymenili manzelky. Alebo naopak,
dve Zeny vymenili manZelov, je to predsa symetrické.)

No a to je vsetko — len dokola opakujeme vyssie popisany postup, az kym nedostaneme situaciu, v ktorej st
uz vsetci spokojni, teda neexistuje ziadna nestabilna dvojica. To vyzera dobre, nie?

1.4.1 Neprijemné otazky

Na prvy pohlad to mozno vyzera, Ze sme nasu tlohu celkom Sikovne vyriesili. Je to ale skutoéne tak? Skor, nez
zaspime na vavrinoch, poloZzme si niekolko neprijemnych otézok.
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Riesi tento novy algoritmus naozaj zadant tlohu? Jedno je jasné: AK tento algoritmus skoncéil, TAK naozaj
préve nasiel platné rieSenie. Ako dlho mu ale bude trvat, kym skoné¢i? Kolko vymien bude treba spravit? Zaruci
nam niekto, %e to tomuto algoritmu nebude trvat tak isto dlho ako rieSeniu, ktoré skiuisalo vsetky moznosti?
Alebo este dlhsie?

A pri tychto otdzkach musime bohuZial smutne sklopif usi a pripustit, Ze odpovede na ne (zatial) nevieme.

My teraz budeme opét kvoli dramaturgii trochu predbiehat a povieme si, ako to teda je: dost nani¢. Exis-
tuji dokonca vstupy, pre ktoré sa vysSie popisany algoritmus zacykli — po niekolkych postupnych ,,opravach“
nestabilnych dvojic dostane presne tu istd sadu manzelstiev ako mal na zaciatku. Pre tieto vstupy je teda nas
novy algoritmus (nekonecénekrat) horsi od algoritmu, ktory skiSa tplne vSetky moznosti,

1.5 Prakticka aplikacia

Priradovanie rezidentov na miesta v nemocniciach v USA (a péar inych krajindch): National Residen Matching
Program, http://www.nrmp.org/.

»The 2010 Main Residency Match was the largest in NRMP history, encompassing more than 37,000 app-
licants, 4,100 graduate medical education programs, and 25,500 residency training positions.*

Pre takto velké vstupné déta uz len jediné prezretie vSetkych dvojic (muz, Zena) trva dlho — naivny algorit-
mus, aj keby fungoval, je zjavne nepouzitelny.

1.6 Efektivny algoritmus

Inicializicia: vSetci muzi st nezadani, vSetky Zeny st nezadané.

Prvé kolo algortmu: Kazdy muz poziada o ruku Zenu, ktortt ma prva v zozname. Ak ma niektora Zena viac
ako jedného pytaca, tomu, ktorého ona chce najviac, povie ,,mozno“, ostatnych rovno odmietne. Ak Zena muza
odmietne, ten si ju skrtne zo zoznamu.

Kazdé dalsie kolo vyzerd podobne. Aktudlne zadani muZzi nerobia ni¢. Nezadany muz zdjde za prvou ne-
skrtnutou Zenou na jeho zozname a poziada ju o ruku. (Moze sa stat, Ze t4 Zena je uz zadana. Vtedy sa udeje
nasledovné: Ak ona chce nového pytaca viac, starého odmietne a novému povie ,,mozno“. A naopak, ak viac
chee starého pytaca, nového odmietne.)

Pozndmka: Tento algoritmus navrhli Gale a Shapley uz v roku 1962.

1.7 Standardné otazky

... ktoré teraz treba zodpovedat: Funguje ten algoritmus? A ak 4no, ako je efektivny?

V prvom rade dokdzeme, ze ked algoritmus skonéi (t. j. dostane sa do situdcie, kedy sa uZ ni¢ nové nemoze
udiat), s vSetci muzi popérovani so Zenami.

Sporom. Nech to tak nie je, potom existuje muz M ktory nikoho nemd, a teda nutne existuje aj Zena Z,
ktord tiez nikoho nemad. To, Ze Z nikoho nemd, znamend, Ze ju nikdy nikto o ruku neziadal. A to je hladany
spor — kedZze M nikoho nemd, musel sa uz (netuspesne) uchadzat o vSetky Zeny, vratane Z.

Tym sme dokézali, Ze nas algoritmus naozaj najde nejaké parovanie. Bude ale toto parovanie stabilné?

Opiit sporom. Nech existuje dvojica (M, Z), ktord chce byt spolu viac ako s partnermi, ktorych im nasiel
nés$ algoritmus. Co ndm to o nich hovori? M skonéil s partnerkou, ktorti chce menej ako Z. To ale znamena, Ze
niekedy pocas behu algoritmu musel M ziadat Z o ruku. No a kedZe nie st spolu, Z ho musela odmietnut kvoli
niekomu, koho chce ona viac ako M — a to je spor s tym, ze Z chce M viac ako svojho sticasného partnera.

Tym sme teda uz dokézali, Ze nas algoritmus naozaj riesi zadant dlohu. A aky je rychly? Na to si staci
véimnat, ze kazdy muZ poziada nejakt Zenu o ruku nanajvys N-krat, dokopy sa teda odohra nanajvys N? akcii.
1.8 Demo na webe

Na http://mathsite.math.berkeley.edu/smp/smp.html je krasne spracovand ukézka, oplati sa preklikaf si
ju.


http://www.nrmp.org/
http://mathsite.math.berkeley.edu/smp/smp.html
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1.9 Asymetria algoritmu Galea-Shapleyho

Stabilnych parovani moze byt vela. N4 algoritmus néjde to z nich, ktoré najviac vyhovuje muzom.
Priklad: Muzi My, My, M3, zeny Zy, Zs, Z3. Ak pre kazdé i muz M; najviac chce Zenu Z;, vyrobi nas
algoritmus manzelstvad M; — Z; bez ohladu na to, ¢o chcti Zeny. Ich muZi dokonca mézu byt ich posledné volby.

V pripade NRMP hraju rolu ,,muzov“ nemocnice.
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